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Resumo

Neste trabalho consideramos a entropia de cadeias lineares polidispersas colocadas (ad-
sorvidas) sobre uma rede. Estas cadeias sdo formadas por monomeros que interagem por
volume excluido. Estudaremos um modelo para a polimerizagao de equilibrio, onde a poli-
dispersividade é determinda por dois tipos de atividades ou fugacidades, para monoémeros
internos e extremos de uma cadeia. Resolveremos o problema usando a técnica de ma-
triz de transferéncia em 1D dimensoes e sobre as redes hierarquicas de Bethe e Husimi
para um numero de coordenacao arbitrario, obtendo uma expressao para a entropia como
funcao da densidade e o peso molecular médio das cadeias. Comparamos essa entropia
com o caso monodisperso e obtemos a distribuicao de pesos moleculares.
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Abstract

We consider the entropy of linear polydisperse chains placed (adsorbed) on a lattice.
These chains are formed by monomers with an excluded volume interaction. In parti-
cular, we study a model for equilibrium of polymerization, where the polydispersivity is
determined by two activities, for internal and endpoint monomers of a chain. We solve
the problem using transfer matrix techniques in one-dimensional lattices and on hierar-
chical lattice Bethe and Husimi lattices with arbitrary coordination number, obtaining an
expression for the entropy as a function of the density of monomers and mean molecular
weight of the chains. We compare this entropy with the one for the monodisperse case
and we obtain the distribution of molecular weights.
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Capitulo 1

Introducao

A adsorcao de polimeros sobre um substrato tem recebido uma consideravel atengao
como problema de mecénica estatistica [1] e também por causa de sua importancia tec-
nologica na estabilizacao das dispersoes coloidais usadas nas industrias farmacéuticas, de
tintas e de géneros alimenticios [2]. Este tipo de problema pode ser estudado através de
um modelo de gas de rede que apesar de sua aparente simplicidade pode ser utilizado com
sucesso nos estudos de sistemas fisicos reais. Um dos modelos mais utilizados na literatura
no estudo deste problema é a chamada caminhada auto-repulsiva ou mais conhecida como
auto- e mutuamente excludente (SAW) que é uma caminhada aleatéria. Nela, o cami-
nhante nao pode cruzar (passar) duas vezes pelo mesmo ponto. Um gas de rede pode ser
descrito por uma equacao fundamental termodinamica. A entropia de M-meros (cadeias
de peso molecular M) como fungao da fracao de sitios ocupados na rede p é uma equagao
fundamental destes sistemas, que contém todas as informacoes termodinamicas. Se o peso
molecular das cadeias for fixo a entropia calculada é para cadeias monodispersas.

Calcularemos ao longo desta tese a entropia de cadeias polidispersas colocadas sobre
uma rede como funcao da densidade. A polidispersividade é determinada considerando
dois tipos de atividades ou fugacidades de monomeros, como é usualmente definido em
modelos de polimerizacao de equilibrio ou living polymers. Denominaremos de z. a ativi-
dade de monomeros extremos e de z; a atividade de monomeros internos. Mostraremos,
também, que a diferenca entre as entropias de cadeias polidispersas e monodispersas é
uma funcao linear da densidade de monomeros na rede de Bethe. Calcularemos também
a distribuicao de tamanhos das cadeias.

A ordem do trabalho estara assim disposta: no capitulo 2 abordaremos algumas
técnicas, entre elas a matriz de transferéncia em uma e duas dimensoes, a solu¢cao em
redes hierarquicas como a rede de Bethe e rede Husimi e expansoes em séries para cadeias
monodispersas mostrando alguns resultados obtidos. No capitulo 3, calcularemos a entro-
pia de cadeias polidespersas como funcao da densidade de monomeros e o peso molecular
médio M para uma rede unidimensional obtendo a solucao do problema de duas maneiras.
A primeira no ensemble microcanonico (baseia-se em argumentos de multiplicidade) e a



segunda no ensemble grande canonico que utiliza o conceito de matriz de transferéncia.
Calculamos também a distribuicao de tamanhos das cadeias, obtendo uma relacao expo-
nencial. No capitulo 4, utilizando uma aproximacao para redes regulares, calcularemos de
forma exata a entropia de cadeias polidisperas como fung¢ao da densidade e do peso mole-
cular M numa rede de Bethe para um ntmero de coordenacao ¢. Devido & sua estrutura
hierarquica definiremos funcoes de particao parciais. Obtemos uma distribuicao exponen-
cial dos pesos moleculares verificando que ela é independente do niimero de coordenacao
q e, portanto, idéntica a uma dimensao ¢ = 2. No capitulo 5, calcularemos também de
forma numericamente exata a entropia de cadeias polidispersas como funcao da densidade
e do peso molecular M numa rede de Husimi para um ntimero de coordenacio gq. Como
na rede de Bethe, definiremos funcoes de particao parciais. Calculamos a distribuicao
dos pesos moleculares verificando que ela possui uma dependéncia com o niimero de co-
ordenacdo ¢ para pequenos valores de M. No capitulo 6, introduziremos o modelo de
caminhadas parcialmente dirigidas (PDSAW), a técnica da matriz de transferéncia e sua
construcao para cadeias polidispersas em questao, finalizando com uma anélise de escala
para tamanhos finitos finite-size scaling. Finalmente, o capitulo 7 apresenta as conclusoes
do trabalho dos resultados e as técnicas mencionadas.



Capitulo 2

Preliminares e resultados anteriores

2.1 Consideracoes Gerais

A mecanica estatistica de polimeros é um dos ramos da fisica da matéria conden-
sada que apresenta grande atividade de pesquisa desde meados do século passado até o
presente momento. Poderfamos citar os trabalhos pioneiros de Flory [3] neste assunto,
aos quais se seguiram muitos outros. Uma das motivacoes principais desta drea reside
na enorme importancia que os polimeros tém para a tecnologia e ciéncia moderna, indo
desde materiais com propriedades mecanicas e de transporte interessantes até o DNA,
macromolécula na qual esté codificada a heranca genética dos seres vivos. Por outro lado,
a fisica de polimeros apresenta também desafios fascinantes de um ponto de vista mais
fundamental, descrevendo o comportamento de polimeros a partir de modelos de cami-
nhadas auto- e mutuamente excludentes sobre uma rede regular. Um dos modelos mais
simples, estudados no final da década de 30, foi o problema de moléculas diatomicas ou
dimeros inscritos numa rede contendo V sitios. Estes tipos de modelo correspodem a um
problema de um gas de rede e podem descrever propriedades termodinamicas de filmes
adsorvidos e solugoes mixtas [4]. Um gds de rede pode ser descrito por uma equagao
fundamental termodinamica para a entropia S(F,V, N), como fungao de parametros ex-
tensivos energia interna E, volume V' e da quantidade de matéria (que pode ser dada pelo
nimero de particulas N), constitui uma equagao fundamental do sistema, contendo todo
o conhecimento termodinamico do problema em estudo, e este é um dos pontos que tra-
taremos nesta tese. Como um exemplo de polimero linear temos o poliacetileno, formado
pela repeticao de monémeros do tipo C'Hy [5].

—OHQ—CHQ—OHQ—CHQ—OHQ—CHQE(OHQ)n



2.2 Cadeias e aproximacoes de rede

Um M-mero é uma estrutura linear formada pela repeticao de M unidades bésicas
idénticas denominadas monomeros. O ntmero de monomeros, que também podemos
chamar de peso molecular, define o nome dado a cadeia. Por exemplo, se M = 2 a
estrutura denomina-se dimero, M = 3 corresponde a um trimero e assim sucessivamente
até que M se torna muito grande (M — o0), quando o M-mero é chamado de polimero.
De certa forma, apesar de polimeros reais nao possuirem infinitas unidades estruturais,
alguns deles as tém em ntimeros de até 10°. Os monomeros sao unidos através de ligacoes
covalentes.

A investigacao das propriedades fisicas das cadeias, sejam elas formadas de M-meros
ou polimeros, nao é simples o suficiente para nao ser necessario o uso de simplificagoes
que tornem o sistema acessivel a nossa sondagem. Uma das mais fortes simplificagoes
consiste em tratar as cadeias, que se assemelham a uma estrutura como mostra a (Fig.
(2.1)), como inscritas dentro de uma rede.

Figura 2.1: Um cadeia real e sua formulacao na aproximacao de rede.

Podemos considerar redes unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais ou mesmo
n-dimensionais (ver Fig. (2.2)) com as mais variadas topologias. Uma das caracteristicas
de uma rede é o niimero de primeiros vizinhos de um sitio qualquer, chamado de ntimero
de coordenacao q. Por exemplo, na rede quadrada planar, o nimero de coordenacao é
q=4.

O fato de tratarmos uma cadeia cuja forma em nada aparenta regularidade nesta rede
nao é uma aproximacao longe da realidade pois em cadeias polimericas os monoémeros
primeiros vizinhos mantém-se aproximadamente eqiiidistantes uns dos outros e os angulos
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Figura 2.2: Redes unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais.

entres eles sao restritos a um conjunto discreto de valores. Abaixo representaremos uma
configuragdo de pentameros M = 5 inscritos numa rede quadrada, (ver Fig.(2.3)).

Figura 2.3: Gés de pentameros na rede quadrada.

Um dos modelos mais usados no estudo deste problema, que sera utilizado ao longo
desta tese, é a chamada caminhada auto-excludente ou Self-Alvoiding Walk (SAW), que
¢ uma caminhada aleatéria, onde o caminhante nao pode cruzar duas vezes o mesmo
ponto, excluindo assim ramificagbes. As propriedades termodinamicas deste modelo sao
descritas pela grande funcao de particao.

Sy = Z ZMNPF(N;D? M; V)> (21)
Np

onde I'(N,,, M; V') é o niimero de maneiras de se colocar N, cadeias de M monomeros cada
em V sitios e z a fugacidade dos monomeros. Esta contagem pode ser feita com algumas



técnicas entre as quais a da matriz transferéncia, em uma e duas dimensoes, e solugoes
em redes hierarquicas como rede de Bethe e rede de Husimi, utilizadas neste trabalho.

Um outro aspecto relevante deste modelo é a auséncia de transisoes de fases para
cadeias finitas por desconsiderarmos qualquer interacao atrativa entre elas ou entre os
monomeros, impondo apenas uma repulsao de volume excluido, uma vez que um sitio
da rede que esteja ocupado nao pode ser ocupado por nenhum outro monémero quer da
prépria cadeia ou de outra. Como veremos nos capitulos seguintes, isto nao é suficiente
para que ocorra uma transicao de fases. Apenas para polimeros um outro tipo de transicao
pode acontecer, mesmo sem interacao atrativa [6, 7, 8.

2.3 Ensembles estatisticos

Os tultimos cinqiienta anos do século XIX assistiram a um enorme avanco da termo-
dinamica, gracas ao trabalho de Clausius, Joule, Maxwell e Kelvin. No entanto, este
trabalho foi complementado em 1872 quando o teorema H de Ludwig Boltzmann con-
seguiu relacionar a dinamica microscopica ao comportamento termodinamico dos gases,
através da entropia. Este passo foi um marco importante neste desenvolvimento, culmi-
nando com a teoria dos ensembles de J. Willard Gibbs que viria a se tornar a teoria bésica
da Mecanica Estatistica.

Um sistema termodinamico em equilibrio tem um ntimero de particulas N tipicamente
da ordem do ntimero de Avogrado (~ 10%) e fica confinado em volumes igualmente
grandes em comparagao com suas dimensoes atomicas. Por isso é comum estudarmos
estes sistemas no chamado limite termodinamico, quando N — oo e V' — 00, mas com
uma densidade p = N/V fixa. O estado termodinamico do sistema fica definido a partir
do conhecimento de grandezas macroscépicas como energia e o volume, ja mencionadas,
mas também de outras como a pressio e a temperatura. As primeiras damos o nome
de grandezas extensivas, pois sao proporcionais ao tamanho do sistema, enquanto que as
segundas sao chamadas de grandezas intensivas.

Uma das grandezas que caracteriza uma configuracao macroscopica do sistema é a
energia interna. Se considerarmos um sistemas de particulcas nao interagentes, a energia
total E é igual 4 soma das energias individuais das particulas,

N
E=> ¢ (2.2)

i=1
A energia total F, que é uma grandeza macroscopica, depende das energias mi-
croscopicas €;, o que estabelece uma ponte entre esses dois “mundos”. O interessante
nesta relacao é que para uma mesma energia total F, podemos ter diversas configuracoes

das particulas entre os valores de ¢;, obedecendo sempre & condigao (2.2).

A um macroestado do sitema, definido pelo conjunto das grandezas (E,V, N), pode
corresponder um grande de nimero microestados (ou conexdes) das particulas que o for-
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mam. No equilibrio termodinamico, a propabilidade de encontrar o sistema em qualquer
um destes microestados, segundo o postulado das “probabilidades iguais a priori” que
forma a base de nosso formalismo, é a mesma. E curioso que do numero total de mi-
croestados ou complexoes, denotado por I'(E,V, N), se pode extrair toda a informagao
termodinamica do sistema em estudo.

2.3.1 Teoria dos ensembles

Durante um intervalo de tempo ¢, muito grande na escala microscépica, o sistema
“passeia” por todos os microestados acessiveis de maneira que seu estado macroscopico,
é caracterizado por uma média destas configuragoes ao longo do tempo. Uma hipdtese
razoavel é escolher apenas um instante de tempo ¢ e reproduzir diversas copias do sis-
tema, cada uma em um microestado diferente, formando um conjunto que chamamos de
ensemble, tal que o comportamento médio do sistema macroscépico sera a média sobre
todos as cépias do ensemble. Esta equivaléncia entre uma média temporal e a média
sobre os ensembles é chamada hipdtese ergddica e é essencial para o desenvolvimento da
Mecanica Estatistica [9, 10] e a sua conexao entre seus comportamentos microscopico e
macroscopico.

Existem diversos tipos de ensembles (ver o contexto da Ref. [10]) cada um dos quais
associado a um vinculo ao qual o sistema esta submetido. Utilizaremos neste trabalho
apenas dois destes ensembles: o microcanonico e o grande canonico.

2.3.2 Ensemble microcanonico

O numero de estados microscopicos de um sistema com energia E, volume V' e niimero
de particulas N é dado por I'(E, V, N). O ensemble microcanonico é definido por sistemas
isolados, o que quer dizer que eles nao trocam energia com sua vizinhanga mantendo
assim as variaveis F, V' e N fixas. A hipdtese de equiprobabilidade leva a conclusao que
a probabilidade de encontrar o sistema em um dos I'(F,V, N) microestados acessiveis,
indexado por r, é P, = 1/I'(E,V,N)

A expressao de Boltzmann que relaciona a grandeza termodinamica entropia com o
nimero de complexoes I' é

S = NkgInT\(E,V,N), (2.3)

onde kg é a constante de Boltzmann, cujo valor numérico no SI é kg = 1.3807 x 10~2J -
K~!. Esta identificacdo entre o ntimero de microestados e a entropia sé se torna completa,
no chamado limite termodinamico, quando F, V e N tendem ao infinito com uma densi-
dade fixa p, u = E/N, v = V/N, onde u e v sao constantes. No limite termodinamico é
possivel eliminar os efeitos das condigoes de contorno e a entropia, dada pela Eq. (2.3),
deve ser uma funcao homogenea das suas variaveis extensivas. Assim a conexao com a
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termodinamica se da através da entropia adimensional por sitio relacionada com o niimero
de microestados pela expressao

s(u,v) = lim

1
S(E,2V,N)=lim —InI['(F,V, N 2.4
NkB ( ? ? ) mm N n ( Y Y )7 ( )
onde o limite é tomado para E,V, N — oo, com u = E/N e v =V/N fixos.
Em geral, o nimero de microestados I'(E,V, N) serd uma funcao de E, mas nos
modelos que iremos estudar todos os microestados permitidos tém a mesma energia £ = 0.
Modelos desse tipo sao chamados de atérmicos, ja que a temperatura dada por:

1 oS
T (aTs)V,N’ (25)

nao esta definida.
2.3.3 Ensemble canonico

Na mecanica estatistica também é possivel ultilizar outros ensembles caracterizados
por outro conjunto de parametros macroscopicos. Consideremos um sistema termo-
dinamico S em contato com um reservatorio térmico R por meio de uma parede diatérmica.
Vamos considerar que este reservatorio R possua um nimero de graus de liberdade muito
maior que o sistema S e que o sistema S+R esteja isolado, com energia total Ey. Neste caso,
a energia do sistema pode flutuar, e a probabilidade de encontra-lo numa configuracao
microscépica j com energia E; serd P; = exp(—(E;)/ > exp(—FEy).

A fungao de particao canonica é definida como a soma

7= exp(—0E), (2.6)

J
que ¢ associada a normalizacao das probabilidades P;. Nessa soma em j, efetuada sobre
todos os estados microscopicos, pode haver termos iguais, que correspondem a todos os

estados microscopico para um dado valor da energia. Se levarmos isto em consideracao
podemos reescrever a funcao de partigao (2.6) como:

Z =) exp(—fE;) =Y T(E)exp(~fE). (2.7)
J E
Aproximando a expressao (2.7) pelo seu termo méximo obtemos
Z =Y exp[In['(E) — BE] ~ exp(—f mbln{E —TS(E)}). (2.8)
E

Como a operacao de minimo corresponde a uma transformada de Legendre, assim a
conexao entre o ensemble canonico e a termodinamica sera



Z — exp(—pF), (2.9)

onde F' é a energia livre de Helmholtz, e a funcao de particao canonica Z depende de T,
Ve N, ouseja, Z(T,V,N). Assim, podemos definir a conexao com a termodinamica por
meio do limite

1
f(T,v) = —k;BTlilen Z(T,V,N), (2.10)

onde o limite é tomado para VN — oo, com v = V/N fixo. A entropia pode ser
obtida calculando a derivada da enrgia livre Helmholtz adimensional por particula pela
temperatura.

2.3.4 Ensemble grande canodnico

No ensemble grande canodnico, o sistema S esta em contato com um reservatorio térmico
e de particulas R, sendo que o sistema composto se encontra num macroestado (Eg, Np),
isto é, os reservatorios fixam a temperatura 7' e o potencial quimico u. Nesse sistema
composto isolado a energia total é Fy e o nimero total de particulas é Ny. A “parede” que
separa os subsistemas é diatérmica e permedavel se mantendo fixa o que impede alteragoes
de volume. A probabilidade de o sitema S ser encontrado num estado microscépico j, com
energia E; e nimero de particulas N;, pode ser escrita como P; = {I'(Ey — Ej, No — N;),
onde ¢ é uma constante e I'(Ey — Ej, Ng — N;) é o numero de estados microscépicos
acessivéis ao reservatério R que sempre mantém fixo o volume V. Expandindo P; numa
série de Taylor e no limite de um reservatério suficientemente grande temos

1
P = = exp(—BE; + BpN;) (2.11)
onde a grande funcao de particao é
== exp(—BE;+ BuN;). (2.12)
J

No ensemble grande canonico a grande funcao de particao depende das variaveis T', V/
e u. Utilizando a Eq. (2.12) e efetuando-se uma soma num primeiro momento sobre todos
os estados mantendo fixo o niimero de particulas e em seguida uma soma sobre todos os
valores de N, temos

= =) exp(BuN)>_exp(—BE;). (2.13)

Para estabelecer a conexao com a termodinamica teremos que substituir a soma da
Eq. (2.13) pelo seu termo méximo; sendo assim obtemos
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=~ exp(—0 mj\lfn(F — uN)), (2.14)

e novamente a operagao que minimiza a energia corresponde a uma transformada de
Legendre assim a conexao entre o ensemble grande candnico e a termodinamica

= — exp(—[9), (2.15)

onde ® ¢é o grande potencial termodinamico, onde a funcao de particao = depende de T,
V e p. Assim, podemos definir a conexao com a termodinamica por meio do limite

1
o(T, u) = —kpT lim v In=(T,V, p), (2.16)

onde ¢ = ¢(T, 1) é o grande potencial termodinamico por volume e o limite de V' — oo
é tomado a temperatura T e o potencial quimico p fixos. A entropia pode ser obtida
calculando a derivada

I

TV Tar
Note que § assim definida tem a unidade de entropia por volume.

(2.17)

2.3.5 Cadeias na rede: Modelo Celular

Vamos considerar agora um problema de N, cadeias lineares flexiveis, considerando
caminhadas auto- e mutuamente excludentes formada por M monomeros colocadas sobre
uma rede de V sitios de forma que o nimero de monoémeros é N = MN,. A funcao de
particao grande candnica =, para o modelo, é dada por

==Y ZN"T(V.N), (2.18)

onde z = exp(uf) é a fugacidade ou a atividade de mondmeros, com u sendo o potencial
quimico, I'(V, N) é o nimero de complexoes em que N mondmeros ocupam V sitios da
rede. O nimero médio de particulas pode ser calculado a partir de =,

_ S N—o NZNT(V, N) 0

N =z—In= 2.19
(M) 2 o, (219)
permitindo assim encontrar uma expressao para a densidade de particulas, dada por:
: N) _(N)
— 1 — 2.20
P=yE™ v TN, (2.20)
sendo,
. P ) In=
¢(Z) = VEI;O VkBT = — Vlggo /007, (221)



onde vy é o volume de uma célula na rede Ny = V/vg é o ntimero de sitios na rede, e o po-
tencial por célula assim definito, bem como a densidade de particulas, sao adimensionais.
Aproximando a expressao (2.18) pelo maior termo da soma, temos que

=E(z) = max {exp[NInz+InI'(V,N)|}. (2.22)

Aplicando o limite termodinamico e com um pouco de algebra os termos da expressao
acima podem ser escritas como sendo

8(z) ~ max {plnz + 5(s)} (2.23)

onde s(p) = (1/V)InT'(V, N).
Finalmente, usando (2.23) que é um extremo de p, a entropia s(p) fica determinada
por

s(p) == [ =) (2.24)

onde s(0) = 0. As formas para a entropia (2.4) e (2.24) serdo utilizadas ao longo deste
trabalho, mas compreendem apenas uma pequena parcela da teoria dos ensembles para a
determinacao de propriedades termodinamicas.

2.4 Entropia de cadeias monodispersas

2.4.1 Definicao do modelo

Vamos considerar um dos problemas mais basicos de contagem que consiste na deter-
minacao do numero de configuracoes de cadeias monodispersas sobre uma rede regular
[11]. Para sermos mais especificos, consideramos N, cadeias de M monoémeros cada, co-
locadas numa rede de V sitios. Fixando as condi¢oes de contorno, queremos calcular
o numero de maneiras I'(N,, M; V) de colocar estas cadeias na rede. Consideramos, a
exemplo de uma ilustracao simples, um tabuleiro de xadrez e um conjunto de 32 dominds
(associamos uma peca de dominé a um dimero), tais que cada dominé ocupe duas casas
contiguas do tabuleiro.

Quantas maneiras, se desconsiderarmos a numeracao dos dominés (ou seja, pegas
idénticas), existem de dispor estas 32 pegas nas 8 x 8 = 64 casas do tabuleiro de xa-
drez com condigoes de contorno fechadas? Na Fig. (2.5) ilustramos uma dessas con-
figuracoes. A resposta é representada por I'(32,2;64), ou seja, o nimero de maneiras
de se colocar 32 dimeros numa rede quadrada de 64 casas e este ntimero corresponde a
(N, M; V) = 12.988.816. Este resultado esta relacionado com os trabalhos pioneros de
Fisher e Temperley [12] e Kasteleyn [13].
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O namero de configuragoes de dimeros numa rede quadrada totalmente preenchida
cresce exponencialmente com o ntimero V' de sitios da rede para valores de V' suficiente-
mente grandes. No limite termodinamico, que corresponde a V' — oo, definimos a fracao
de sitios ocupados por monoémeros das cadeias por p = N,M/V e a entropia adimensional
por sitio dada por:

InI'(N,, M;V)

s = V_}(l)gglzcte v : (2.25)

2.4.2 Resultado exato

Em 1961, Fisher e Temperley [12] e Kasteleyn [13], obtiveram, independentemente,
o valor exato da entropia para dimeros numa rede quadrada completamente preenchida.
Este é o unico resultado exato para cadeias de M-meros finitas e polimeros. Fisher
obteve a funcao de particao configuracional para uma rede retangular m x n utilizando o
método “grafos” que possibilitava a reducao da funcao de particao Z,,, a uma pfaffiana e,
consequentemente a um determinante. Este calculo possibilitou a Fisher encontrar, para
um sistema de dimeros numa rede quadrada completamente preenchida, o valor para a
entropia sy(p = 1) = € = 0.29156. . ., onde

G=% ﬁ (2.26)

=0

¢ a constante de Catalan.

E interesante observarmos que poderiamos estimar o valor da entropia a partir do
numero de configuracoes do tabuleiro de xadrez, N, = 64, completamente preenchido
por dominés, usando a Eq. (2.25), e isso resultaria em sa(p = 1) ~ In12.988.816/64 ~
0.2559.. ... A medida que fazemos estimativas a partir de redes com ntimeros de sitios V'
cada vez maiores, os valores se aproximam do resultado assintético exato, como se vé na
Fig. (2.6), cujos os pontos sao extraidos da expressao 43 do trabalho de Fisher [12].

2.4.3 Calculo da entropia em uma dimensao

Para introduzirmos conceitos utilizados mais adiante vamos calcular, para um caso
simples, a entropia adimensional por sitio sy/(p) de cadeias com M monoémeros colocadas
sobre a rede unidimensional, de maneira que uma fracao p de sitios da rede esteja ocupada
por monomeros. Na Fig. 2.7 ilustramos uma possivel configuracao de um trecho da rede.

Adotando condic¢oes de contorno periddicas, observamos que se tivermos comprimento
L eV = L/a sitios, onde a é o parametro de rede N, cadeias de M mondmeros cada
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uma colocadas numa rede unidimensional o nimero de configuracoes sera o nimero de
maneiras de formar seqiiéncias de N, M-meros e V' — MN,, sitios vazios, ou seja,
(N, +V — MN,)!

N (V — MN,)!

['(Ny, M;V) = (2.27)
A entropia por sitio serd dada por (2.25). Vamos utilizar a forma assintética de Stirling
para os fatoriais e no limite termodinamico temos que a entropia por sitio serd dada por

sulp) = (- +1=p)ln(+1-p) =L —(1=p)ln(l—p).  (2:28)
Na Fig. (2.8) podemos ver o comportamento de s(p) para valores de M variando entre 1
e 10. Notamos que os valores da entropia se anulam em ambos os extremos da densidade
p, correspondentes a rede vazia (p = 0) e cheia (p = 1) ao contrario do que ocorre em
redes de dimensionalidade maior, na rede unidimensional existe um ntimero pequeno de
configuragoes de rede cheia, o que faz com que a entropia por sitio se anule para a rede
cheia. Para valores fixos de p diferentes de 0 e de 1, a entropia é fungdo monodtona
decrescente de M, sendo identicamente nula no limite de M — oo de uma cadeia infinita.

2.4.4 Matriz de transferéncia

Uma outra maneira de calcular a entropia de um modelo de gas de rede é pelo método
da matriz de transferéncia [11]. Inicialmente, é preciso formular o problema no ensemble
grande canonico, permitindo que o nimero de cadeias N, flutue. A funcao de particao
neste ensemble é

(N, M; V) =3 2NMT(N,, M; V), (2.29)
NP

onde z = exp(u/kpT) é a fugacidade de um monoémero, sendo p seu potencial quimico e
kg a constante de Boltzmann. O nimero médio de monomeros sera

z 0=
N)==—. 2.30
(Ny = £ (2.30)
O potencial grande canonico é dado por:
Oy (T, V) = —kpTInZE(z, M; V), (2.31)

e no limite termodinamico temos a densidade e o grande potencial termodinamico por sitio
¢ que sao idénticos as expressoes (2.20) e (2.21) respectivamente. A entropia como fungao
de Sy (U,V,N) de um gés unidimensional ¢ uma relacao fundamental e suas derivadas
parciais definem as grandezas intensivas,
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1 p K
=_ = ZdN. 2.32
dSy TdU+TdV+Td (2.32)

A pressao p neste caso tem dimensao de forga. Para sistemas atérmicos, como o
que estamos considerando aqui, temos que a energia interna U é identicamente nula, de
maneira que a entropia é funcao de V e N. Assim, para esses sistemas a temperatura nao
esta bem definida, uma vez que o seu inverso ¢é a derivada parcial da entropia em relagao

a energia interna. Teremos entao
b OSum
— == 2.33
2-(52). (233

H OSur
—=———]. (2.34)

T ON
E importante salientar que, considerando a observacao acima sobre a definicao da
temperatura em sistemas atérmicos, tanto a pressao quanto o potencial quimico também
nao estao claramente definidos nesse contexto. Entretanto, as razoes dessas variaveis com

a temperatura sdo grandezas intensivas entrdpicas bem definidas, Eqgs. (2.33) e (2.34).
Definimos a entropia adimensional por sitio no limite termodinamico,

_ . Su(V,N)
SM(p) - Vaoo,glzrlr\}/‘/:cte kBV ’ (235)

Entao, temos da equagao de estado (2.34), o mesmo resultado para a entropia obtido pela
Eq. (2.25).

A Eq. (2.25) nos permite obter a entropia a partir do potencial grande canonico
calculando a densidade como funcao da atividade ou fugacidade z, onde esse resultado
pode ser visto detalhadamente na Ref. [11]. Para isso associamos a uma configuragao
da rede um conjunto de indices, de maneira que atribuimos indices, (ver Fig. 2.7), i =
1,2,3,...,M — 1 a cada ligacao da rede de acordo com as seguintes regras: caso 0s
dois sitios que limitam a ligacao nao estejam ocupados por mondémeros da mesma cadeia,
teremos ¢ = 0. Caso, contrario, o valor do indice € igual ao nimero de monomero da cadeia
em questao situados a esquerda da ligacao. Como ilustragao, na Fig. (2.7) mostramos
os indices associados ao trecho da configuracao de trimeros na rede, onde o indice ¢ pode
assumir valores entre 0 e 2. Podemos, entao, definir uma matriz de transferéncia entre
duas ligagoes sucessivas. O elemento T'(7, j) dessa matriz fica definido pelos indices i e j
associados as ligagoes. Com isso obtemos uma solucao exata para a entropia monodispersa
como funcao da densidade, dada por

su(p) = (L —ap)In(l —ap) — (1 — p)In(1 — p) — p(1 — @) In[p(1 — a)], (2.36)

onde a = (M — 1)/M. Esta equacao é equivalente a obtida no cdlculo microcanénico
(2.28).
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2.4.5 Equacoes de estado

Agora podemos obter as equacoes de estado para este modelo de gas de rede em
uma dimensao para cadeias monodispersas. Vamos considerar a equacao para o potencial
quimico (2.34). Substituindo nela a expressao (2.28) para a entropia, encontra-se

1
kBLT =aln(l —ap) + % In <%) —1In(1 - p). (2.37)

10

Wk, T

Figura 2.9: Curva do potencial quimico px como funcao da densidade p para cadeias de
M =1,...,10 monomeros.

Na Fig. (2.9) apresentamos curvas para o potencial quimico como fungao da densidade
de monomeros. No limite de densidades baixas p < 1 temos

7 1 ( p )
—  ~—In(—]. 2.38
s MU\ (2.38)
A outra equagao de estado, obtida através das derivadas da equacao fundamental
Sy (U, V,N), nos conduz a pressao como func¢ao da densidade e da temperatura. Substi-
tuindo a entropia (2.28) na equagao de estado (2.33) obtemos
pa P
—— =In(l+ = —p) —In(1 — p). 2.39
T n(l+ - —=p) =l —p) (2.39)
Note que a pressao diverge quando p — 1, o que é esperado dada a interacao de
volume excluido. No limite de baixas densidades temos pa/kgT ~ p/M, que é a conhecida
equacao de estado de Clapeyron para gases ideais. Na Fig. 2.10, apresentamos as curvas
da pressao como funcao da densidade, onde podemos verificar o comportamento linear de
gas ideal a baixas densidades e a divergéncia no limite de rede cheia.
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Figura 2.10: Curva da pressao p como funcao da densidade p para cadeias de M =
1,...,10 monomeros.

2.5 Outros resultados

Resultados aproximados como célculos nas redes de Bethe e Husimi [14], campo médio
(ver solugao no Apéndice A), e expansdes em séries de poténcia de ¢~' [15] também
fornecem estimativas para a entropia de um gés de M-meros na rede quadrada (¢ = 4).
A seguir discutiremos alguns desses célculos.

2.5.1 Entropia de polimeros e cadeias finitas por matriz de trans-
feréncia

Um resultado bastante preciso para polimeros na rede quadrada completamente pre-
enchida foi obtido por Duplantier e Saleur a partir da técnica da matriz de transferéncia
[16]. Este resultado nao é um resultado exato, mas o valor por eles obtido concorda com
aquele obtido por Schmalz, Hite e Klein [17] para circuitos hamiltonianos. A entropia
segundo seus resultados é de aproximadamente sy/—.o.(p = 1) ~ 0.3866.

Recentemente, Dantas e Stilck [18] obtiveram resultados precisos nao sé no limite de
polimeros mas também para cadeias finitas e densidades manores que 1, como mostramos
na Fig. 2.11, fazendo a extrapolacao para os resultados numa rede quadrada bidimensional
utilizando caminhadas auto- e mutuamente excludentes em tiras de largura finitas. O
resultado extrapolado no limite de polimeros é de sp—oo(p = 1) ~ 0.3870 £ 0.00009.
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Figura 2.11: Entropia monodispersa como fun¢ao da densidade para M-meros na rede
quadrada.

2.5.2 Rede de Bethe

Uma outra técnica para o estudo de caminhadas auto- e mutuamente excludentes
que podemos tratar, para cadeias lineares, é a solu¢ao na rede de Bethe [19]. O cdlculo
exato de modelos na rede de Bethe (interior de uma arvore de Cayley) muitas vezes é
equivalente a calculos aproximados de campo médio em redes regulares com o mesmo
numero de coordenacao. Nessa rede existe um detalhe importante: normalmente a razao
entre o nimero de sitios na superficie e o niimero total de sitios numa rede regular se anula
no limite termodinamico, o que nao acontece numa arvore de Cayley. Num procedimento
descrito de forma fechada para o modelo de Ising por Baxter [20] podem ser definidas
funcoes de particao parciais para sub-arvores fixando a configuracao da raiz. Depois, é
possivel obter relagoes de recorréncia para essas fungoes conectando-se ¢ = ¢ — 1 sub-
arvores com m geragoes, onde ¢ ¢ o nimero de coordenacao da rede construindo assim
uma sub-arvore com m + 1 geracoes. Em seguida, ¢ sub-arvores sao conectadas ao sitio
central, completando a arvore de Cayley. Para resolver o problema de M-meros numa
rede de Bethe, é necesséario definir M funcoes de particao parciais. O céalculo da entropia
de cadeias monodispersas para este problema, na rede de Bethe (ver Fig. 2.12), foi feito
no trabalho de Stilck e Oliveira [14] para cadeias de tamanho finitas e o caso polimero,
onde os calculos podem ser vistos em detalhe no Apéndice B. A entropia obtida foi

sulp) = saue(p) + (1- o) pln (1 - g) -
RS P R
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com

2 1
sur(p) = ~(1=p)n(1=p) = L0t (1= ) plng =1, (241)
onde syp(p) e o resultado de campo médio para a entropia. Para rede cheia, teremos
nessa aproximagcao ss(p = 1) = 0.26162 para o ntiimero de coordenacao ¢ = 4 [14], onde o

resultado é 10% superior ao valor exato na rede quadrada [12, 13].

Figura 2.12: Uma sub drvore de Cayley. A figura é para ¢ =4 (r = 3).

Este resultado nos possibilita verificar o comportamento da entropia com o aumento
do tamanho da cadeia para rede cheia, como mostra na Fig. (2.13) para (¢ = 4).

R T T e T S

0.7 —

0.6 —

0.5 e -

0.4 -

0.3 —

0.2 —

Entropia de rede cheia

0.1 —

w777

Peso Molecular (M)

Figura 2.13: Entropia para cadeias finitas na aproximacao de Bethe para p = 1.
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O valor de M que maximiza a entropia na rede completamente preenchida, assim como
no resultado de campo médio (ver Apéndice A), também é M = 2q, ou seja M = 8, como
pode ser verificado pela Eq. (2.40).

2.5.3 Rede de Husimi

Uma outra maneira de estudarmos o comportamento de um gas de M-meros é resol-
vendo o modelo sobre uma rede de Husimi [21]. O interesse na drvore de cactus tem duas
vertentes: uma é de que é um outro exemplo de redes hierarquicas exatamente soltuveis e
a outra é que ele tem a menor caminhada fechada (loop) possivel para que a sua solugao
nos forneca efeitos provocados pela existéncia destes loops, quando comparado com a rede
de Bethe [22]. O célculo da entropia de cadeias monodispersas sy/(p) feito nesta rede
hierdrquica (ver uma arvore Fig. 2.14) de Husimi, que é uma arvore formada pela jungao
de poligonos, é bastante semelhante ao procedimento adotado na rede de Bethe, como
pode ser visto em [14] e os célculos da entropia como fungao da densidade s/(p) para um
gas de M-meros sao detalhados no Apéndice C para uma rede construida com quadrados.
A entropia é obtida numericamente calculando as relagoes de recorréncia para cadeias
finitas com excecao de cadeias de dimeros e o limite de polimeros. O resultado analitico
da entropia de dimeros é dado por:

() = sue(e)+ 2 (L= p)m (1—2/)) clo s (f o ma-w)
—% In(1 +2W — W?), (2.42)
com
1
W:(i—1>+ <1—1>2+1§ (2.43)
2p 2p

Notamos que a estimativa para a entropia de dimeros de rede cheia é so(p = 1) = 0.26740.
O resultado da entropia de dimeros se comparado com o resultado exato na rede quadrada
[12, 13] é 8% maior.

Comparamos o resultado da entropia s(p = 1) para uma cadeia de pentameros, onde
o valor da entropia para a rede cheia na rede de Bethe é de s5(p = 1) = 0.50669 enquanto
que na rede de Husimi esse valor é de s5(p = 1) = 0.50892 [14]. No limite polimero
M — oo note que, Fig. (2.15), ocorre uma transicao de fase, pois a derivada p(§) é
descontinua para §. = z./(1 + 2z.). E 0 mesmo nao pode ser visto para o caso de cadeias
finitas, er Fig. (2.16), para qualquer nimero de coordengao ¢ com célculos usando outras

aproximagcoes mostrando resultados semelhantes|14].
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Figura 2.14: Uma &arvore de Husimi formada por triangulos. A figura tem um nimero de
coordenagao (¢ = 6) e ramificagao de triangulos o = 2.

0.8 -

0.6 -

04F -

Figura 2.15: Curva da densidade de monomeros como funcao de & = z/(1 + z) para
polimeros colocada sobre uma rede de Husimi com niimero de coordenagao ¢ = 4. Um
transicao continua ocorre em &, = 0.3425.
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Figura 2.16: Curva da densidade de monomeros como fungao de £ = z/(1+z) para M =5
pentameros colocada sobre uma rede de Husimi com nimero de coordenagao ¢ = 4 (linha
preta) e ¢ = 6 (linha vermelha).

A fase polimerizada ocorre na rede de Husimi quando a atividade é maior que um
valor critico z. que é solugao da equacgao:

1 1
onde o nimero de coordenagao na rede de Husimi é dado por ¢ = 2(o+1) (o é a ramificagao
de quadrados).

2.5.4 Expansoes em série

Uma outra aproximagao para o problema de colocar NV, cadeias com M monomeros
cada sobre uma rede de coordenagao g e com caminhadas auto- e mutuamente excludentes
¢ o método de expansoes em série [15]. Nesta técnica, sao obtidas corregoes ao resultado
de campo médio em poténcias de ¢~!. A entropia sp/(p), numa expansao até segunda,
ordem de ¢t é

sm(p) = sur(p) + p(HVg ™ + HPg™?), (2.45)
onde,
HW(M, p) = [(M = 2)/M] + [(M — 1)*/M?]p
para M > 2,
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H®(2,p) = (p*/12) + (p*/83),

H®(3,p) = =1/6 + (p/9) — (32p°/81) + (32" /81),

H®(4,p) = —1/4+ (5p/8) — (27p%/32) + (81p° /128),

H?(3,p) = —[(3M —10)/2M] + [(3M? —12M + 10)/M?]p —
[(M —1)*(10M — 22)/3M?]p* + [2(M — 1)*/M*]p%, (2.46)

para M > 5. Assim como na rede de Bethe e Husimi podemos estimar o valor da entropia
para a rede cheia. Para o caso de dimeros M = 2 a correcao em primeira ordem ¢! para
a entropia de rede cheia s3(p = 1) = 0.2556 e o resultado da entropia de rede cheia na
correcao de segunda ordem ¢ é de sy(p = 1) = 0.2687 para ¢ = 4. Numa cadeia de

pentameros temos que sél)(p = 1) = 0.50235 na aproximacao em primeira ordem de ¢~*

e sf—)?) (p = 1) = 0.51017 na aproximagao de segunda ordem ¢~ 2 utilizando do conjunto
de equacgoes acima com ¢ = 4. Alguns resultados para atividade critica de diferentes

aproximacoes [23, 24, 25] podem ser vistos no tabela C.1 do Apéndice C.
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Capitulo 3

Entropia de cadeias polidispersas:
solucao sobre uma rede
unidimensional

3.1 Introducao

No capitulo anterior discutimos alguns aspectos do problema de se determinar a en-
tropia para um gas de M-meros. Estes M-meros sao cadeias flexiveis e nos limitaremos a
tratar o caso onde nao existam interacoes atrativas entre os monomeros.

O interesse em calcularmos quantidades termodinamicas destas cadeias, supondo que
elas estejam sobre uma rede bidimensional regular, reside no fato de que este é um bom
modelo para polimeros adsorvidos em uma superficie sélida ou na interface entre dois
liquidos imisciveis, como ja foi comentado anteriormente. Neste capitulo, estudaremos a
versao polidispersa do modelo unidimensional.

Depois de discutirmos o caso monodisperso, onde todas as cadeias sao compostas pre-
cisamente por M monomeros, incluimos a possibilidade de polidispersividade, permitindo
uma distribuicao de diferentes nimeros de monomeros nas cadeias. Em particular, consi-
deramos um ensemble de cadeias polidispersas determinadas por diferentes atividades de
monomeros internos e extremos. Esta atribuicao de pesos estatisticos as configuracoes de
polimeros na rede é usual em modelos de polimerizacao de equilibrio ou living polymers
[6, 7, 26]. Uma realizagdo experimental da polimerizacao de equilibrio é a transigdo de
fase em enxofre liquido e um bom artigo deste tema é o de Greer [27].

Este modelo foi proposto por Wheeler, Kennedy e Pfeuty [6, 7] para estudar a polime-
rizagao de equilibrio do enxofre. O sistema é definido sobre uma rede (modelo celular),
onde cada uma das V' células da rede é ocupada por um monomero (um anel Sg no caso
do énxofre). Cada mondémero pode estar ativo ou inativo (aneis abertos ou fechados)
e monomeros em sitios adjacentes podem ser conectados, formando um polimero linear
representados por caminhadas auto- e mutuamentes excludentes. Monomeros ativos nao
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conectados sao denominadas de polimeros de um 1nico sitio. O peso estatistico de cadeias
compostas por M mondmeros (e por isso por M — 1 ligagoes) é dado por: K;se M =1e
2K, (K ;)M ~tse M > 1. O fator adicional 2 no peso de cadeias de multi-sitios é necessdrio
para a correspondéncia do modelo da polimerizacao de equilibrio com o modelo n-vetorial
no limite de n — 0, também pode ser justificado por um argumento combinatorial [7].
Este modelo foi estudado com algum detalhe na literatura [26] e realizagoes experimentais
do mesmo sao encontradas na polimerizagao de equilibrio do enxofre [27].

A funcao de particao para o modelo descrito acima para a polimerizacao de equilibrio
pode ser escrita como:

2(Ky, Ky V) = D (2K0) Y (2K,) M ay™, (3.1)

onde a soma ¢ sobre todas as configuracoes possiveis dos polimeros sobre a rede, N, é o
ntimero de polimeros (incluindo cadeias de um tnico sitio), IV, corresponde ao niimero de
ligacoes e x1 = 1/2 é o fator que assegura a contagem correta discutida acima. Vamos
considerar uma configuracao particular dos polimeros que ocupam mais de um sitio (M >
1). O ntmero de monoémeros internos das cadeias serd chamado de N; e o ntimero de
monomeros terminais sera chamado de N,. O nimero de ligagoes nesta configuracao é
Ny = N; + N./2 e o numero total de cadeias é N, = Ny + N./2, o nimero de cadeias
com mais de um mondmero é igual a N./2. Podemos escrever agora a func¢ao de partigao
como:

E(Ky, K o V) = D0 (2K) NP (2K VN2 N (2K 3q) ™ (3.2)

a b

onde a primeira soma ¢ restrita as configuracoes de cadeias de multi-sitios e a segunda
soma ¢ sobra as configuragoes de polimeros de um tunico sitio para uma configuragao fixa
das demais cadeias. Podemos agora obter de forma trivial o resultado da segunda soma,
que é igual a (14 2K;z,)V Ni=Ne onde notamos que V — N; — N, é o niimero de sitios
nao ocupados por monomeros em cadeias de multi-sitios e cada um destes sitios podem
estar vazios (peso 1) ou ocupados por um polimero de um sitio (peso 2K;x;). Entao, a
funcao de particao do modelo de polimerizacao de equilibrio pode ser escrita como:

(K, K)o V) = (1+2K121)" ) ZNe Vi
= (14 2K,21)  Z(2e, 2 V), (3.3)

onde a soma sobre as configuragoes é agora restrita a cadeias com mais que um monomero,
a variavel z7 é igual a 1/2 e as atividades de monomeros extremos e de monémeros internos
sao

2K K}
S 3.4
: 1+ 2K1[B1 ( )

e I
=P 3.5
. 1+ 2K1.f1717 ( )
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respectivamente. Podemos agora restringir nossas discussoes ao modelo sem os polimeros
de um tunico sitio. No caso particular do enxofre, a atividade de monémeros extremos
2. tem um valor muito pequeno da ordem de 10712, e portanto cadeias muito longas sao
formadas no processo de polimerizagao. O modelo de polimerizacao de equilibrio pode ser
mapeado no modelo n-vetorial do magnetismo no limite de n — 0, e a atividade z, serd
proporcional ao campo magnético do modelo n-vetorial. Entao, neste caso a polimerizagao
¢ uma transigao de fase continua [6]. Para valores finitos de z., onde cadeias finitas sao
dominantes, nao ha ocorréncia de transicao de fase, como esperamos para um gas de rede
de cadeias com interacgoes de volume excludido apenas.

Nas subsecoes seguintes, discutiremos com detalhes a solucao do problema de duas
maneiras. A primeira no ensemble microcanonico; onde a solucao baseia-se em argumentos
de multiplicidade (calculo combinatério) e a segunda no ensemble grande canonico que
utiliza o conceito de matriz de transferéncia [10].

3.2 Definicao do modelo e solugao no enesemble mi-
crocanonico

As densidades de mondémeros extremos p, e monomeros internos p; sao relacionadas
as atividades z. e z;, respectivamente. Todas as configuracoes com N, = Vp,/2 cadeias e
N; = V p; monomeros internos colocados sobre uma rede unidimensional com V' sitios tém
0 mesmo peso estatistico que é z¥v/ 2sz ‘. Podemos calcular o niimero destas configuragoes.
Baseados na multiplicidade da Eq. (2.27) para o caso monodisperso, um fator adicional
correspondente ao numero de maneiras de adicionarmos monomeros internos colocados
nas N, cadeias, onde V' — N, — N; é o numero de sitios vazios e N, + N; o nimero total

de monomeros. Portanto, o nimero de configuracoes é

(V—-N,—N,;)! " (N, + N; —1)!
(V —2N, — N;)IN,! (N, — DIN;!
No limite termodinamico, encontramos entao uma expressao para a entropia por sitio
dada por:

D(N, N; V) = (3.6)

s(pe,pi) = (1/2=pe/2 = p)Iln(l = pe/2 = pi) — (1 = pe — pi)In(1 — pe — pi)
—peln(pe/2) — piln(pi) + (pe/2 + pi)in(pe/2 + pi). (3.7)
O niimero médio de monémeros por cadeia serd dado por M = 2 4 2p;/p.. Podemos

expressar a entropia no caso polidisperso como funcao da densidade total de monomeros
p = p; + pe e do peso molecular médio. O resultado é

M

sur(p) = —2—A—£[)1n<2p) L Ma }f”pln (M(l ;ZP)JrP)
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(M=2)p ((M=2)p\ (M-1)p ((M~-1)p
17 In ( i ) + 7 In < 17 )
—(1 = p)In(1 - p). (3.8)

Como esperado, a entropia polidispersa nunca é menor que a entropia monodispersa (ver
Eq. (2.36)) quando M = M. A diferenga entre essas entropias é

si1(p) = sar(p) = 4-[(M = 1) In(M — 1) = (M — 2) In(M — 2)]. (3.9)

A origem da entropia adicional no caso polidisperso é o segundo fator na expressao (3.6).
Outro aspecto importante neste problema é a distribuicao de tamanhos das cadeias. No-
vamente é possivel resolver o problema de maneira combinatorial, se considerarmos a
probabilidade de que uma cadeia particular tenha £ = M — 2 monomeros internos. Esta
probabilidade corresponde a razao entre os ntimeros de configuragoes de monomeros in-
ternos quando uma cadeia tem exatamente k£ monomeros internos e o numero total de
configuragoes, que corresponde ao segundo fator na eq. (3.6). No limite termodinamico,

isto conduz ao resultado
k
- Pe < Pe ) : (3.10)

e+ 2pi \ pe + 2p;
com k =1,2,3,.... Este resultado pode ser reescrito em termos do peso molecular médio
M como
1 (M—2\M7?
rM:]V[—l(]V[—l) , (3.11)
onde M =2,3,4,...ery éafragdo de cadeias com M mondmeros, a qual é uma fungao

do ntimero médio de monomeros na cadeia M. E interessante verificar que na aproximacao
de Flory-Huggins para o modelo de rede para a polimerizagao de equilibrio também os
resultados sdo distribuiges exponenciais dos tamanhos das cadeias [26].

3.3 Matriz de transferéncia e solucao no ensemble
grande candnico

Apesar da solucao combinatoéria para o problema da determinacao da entropia de ca-
deias na rede ser bastante simples, ela nao permite uma facil generalizacao para outras
redes. Uma outra maneira interessante de calcularmos a entropia de cadeias polidispersas
sobre uma rede unidimensional é utilizar o conceito de matriz de transferéncia. E opor-
tuno observar que um dos modelos mais estudados da mecanica estatistica, o modelo de
Ising, foi inicialmente resolvido em uma dimensao utilizando uma técnica combinatoria,
mas foi a formulagao do problema em termos de matriz de transferéncia que abriu o
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caminho para a sua resolucao em redes bidimensionais. A solugao grande canonica do
caso monodisperso pode ser encontrada nas Refs. [11, 18] . O modelo de polimerizagao
de equilibrio unidimensional foi discutido por Pfeuty et al. [8], com énfase no limite de
M — oo, onde a transicao de fase ocorre. Aqui, utilizaremos uma técnica de matriz de
transferéncia similar para obter a entropia e a distribuicao de tamanhos das cadeias. Para
definir uma matriz de transferéncia, podemos usar as variaveis do modelo de gés de rede
1; = 0,1 associadas as ligagoes da rede. 7; = 1 se a aresta ¢ estd ocupada pela ligacao de
uma cadeia e 7; = 0 no caso contrario. Esta defini¢ao estd ilustrada na Fig. (3.1), onde
uma seccao de rede é representada.

Figura 3.1: Seccao da rede com uma configuracao particular da cadeia. Os valores da
variavel n sao indicados acima da linha e abaixo a atividade de cada monomero é mostrada.

Definindo os estados do modelo em termos da varidvel 7 temos |0) e |1) e a matriz de
transferéncia para este caso é dada por:

T:( ! Z) (3.12)

O maior autovalor dessa matriz é

T+ 2+ /(1 — 2)% 4+ 4(2e)?
o VI SIS

Este autovalor torna-se degenerado quando z. se anula e z; — 1, originando a trasicao da
estudada na Ref. ([8]). Para nosso presente interesse consideraremos valores finitos de z,
quando a degenerecéncia nao ocorre. Assim, o potencial grande canonico é dado por:

(3.13)

O(N,, N;, V) = —kgT InZ(N,, N;, V). (3.14)
No limite termodinamico, o potencial grande canonico sera dado por:
o( ) = li ¢ Tln A (3.15)
Ze, %) = lim —— = —T'In\. )
N—oo VkB

A entropia adimensional por sitio é a derivada de ¢ com respeito a temperatura, e
relembrando que z, = exp(p./kgT) e z; = exp(u;/kgT), obtemos uma expressao para a
entropia por sitio

S z; O Ze O
— :1 —1 ; —— _1 ~ . '1
s N nA nzl<)\82i> nz@()x@%) (3.16)
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Note que

U el 1
¢ a densidade de monomeros internos e
Ze O
e = | — 3.18
= (5] (3.15)

a densidade de monomeros extremos na cadeia. Um pouco de manipulacao algébrica nos
conduz a expressao (3.7) para a entropia no caso polidisperso. No limite de p; — 0 temos
pe — p € a entropia de dimeros sy;—o(p) é reproduzida.

Para obter a distribuicao de monomeros internos entre as cadeias, podemos definir
atividades para monomeros internos que sejam dependentes da localizacao do monomero
na cadeia. O primeiro monomero interno a partir da esquerda tera uma atividade z,
seu vizinho, se for interno, tera uma atividade z, e assim por diante. A ligacao na qual
nao incide uma cadeia é representado por n = 0, como antes, mas i-ésima ligacao interna,
contando da esquerda para a direita é associada a 7 = i como pode ser visto na Fig. (3.2).

Figura 3.2: Seccao da rede com uma configuracao particular da cadeia. As variaveis das
ligacoes n sao indicados acima da linha e abaixo & atividade de cada i-ésimo mondmero é
dado.

A matriz de transferéncia para o modelo tem um tamanho ilimitado, mas com uma
estrutura simples

1 2 0 0
ze 0 2z 0 ...
=12 00 2 .| (3.19)

A equagao secular pode ser encontrada calculando o determinante |T" — AI| recursivamente
pela primeira linha; portanto, temos

(1= M) (=M= 2Z2[(= M2 — (= )M3 ¢ 21'22(—)\)M*4 —

€
K3

Jj=1
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Figura 3.3: Curva da entropia como fungao da densidade. Comparagao entre o caso
polidisperso (linha vermelha) e o caso monodisperso (linha preta) para M = 3.

0.2~ -

0.1+ -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 3.4: Curva da entropia como fungao da densidade. Comparagao entre o caso
polidisperso (linha vermelha) e o caso monodisperso (linha preta) para M = 10.
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Aqui, é mais conveniente expressar a equagao secular em termos de w = 1/X; e depois
de algumas manipulagoes algébricas temos

i=1j=1

—1+w+ (zw)? (1 + i ﬁ zjwi) =0. (3.21)

Agora a densidade dos k-ésimos monomeros na rede serda dada por:

_ [ Zk — (=== 3.22
Derivando a equagao secular com respeito a z; e entao fazendo todos os z; iguais a z;,

temos
2wl —wz)

k
P (1 —wz)? + 22w(2 — wz;) (wz) (3:23)
Este resultado pode ser reescrito como funcao das densidades de monoémeros p; € p,
k
Pe 2,0i
=—|— . 3.24
=t () (324

Para esta expressao, a fracao ry = (n;/N,) onde n; é nimero de cadeias de tamanho
k =i+ 2 e N, é o numero total de cadeias, de maneira que esta razao ¢é idéntica a
expressao (3.11).

Podemos agora comparar a entropia de cadeias polidispersas colocadas sobre uma rede
unidimensional, Eq. (3.16), com o caso monodisperso dado pela equacao (2.36). Estes
resultados podem ser vistos nas Figs. (3.3) e (3.4).

Neste capitulo, embora tenha sido muito simples encontrar a entropia e a distribuicao
de tamanhos de cadeias no modelo da polimerizacao de equilibrio utilizando argumentos
combinatoriais no ensemble microcanonico, é interensante também o calculo no ensemble
grande canonico, uma vez que os calculos combinatoériais sao dificeis de serem generali-
zados para outras situagoes mais complexas, como os problemas definidos sobre tiras de
larguras finitas. Para o caso monodisperso, calculos semelhantes conduziram a estimati-
vas bastantes precisas no limite bidimensional [18]. Para o caso polidisperso discutiremos,
no ultimo capitulo, com mais detalhes o problema de caminhadas dirigidas; onde deter-
minaremos a entropia para este modelo no limite bidimensional.
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Capitulo 4

Entropia de cadeias polidispersas
sobre redes hierarquicas: solucao na

rede de Bethe

4.1 Definicao do modelo e solucao sobre a rede de
Bethe

Modelos estatisticos numa rede regular, como ja foi mencionado antes, podem ser
aproximados pela sua solugao na chamada rede de Bethe com o mesmo nimero de coor-
denacao [19, 20]. Novamente, vamos considerar um modelo de cadeias polidispersas sobre
uma rede. Cadeias lineares sao colocadas sobre uma rede como caminhadas auto- e mutu-
amente excludentes, com os monomeros localizados sobre os sitios da rede. No ensemble
grande canonico, uma atividade z; é associada a cada monoémero interno de uma cadeia,
enquanto a monomeros extremos corresponde uma atividade z.. Cadeias com tamanho
M = 2,3,4,... sao permitidas neste modelo respeitando o vinculo de volume excluido,
isto é, cada sitio pode ser ocupado por apenas um monomero. Assim, a funcao de particao
grande canonica do modelo é dada por:

==Yz Tao(Ni, Ne; V), (4.1)
Nine

onde I'go(V;, Ne; V') é o ntimero de configuragoes colocando N, /2 cadeias sobre a rede,
com um numero total de monomeros internos NV;. As densidades de mondémeros internos
e extremos sao, respectivamente:

pi = (E az) (4.2)
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Ze 02
pe=|=7-
¢ = 0z,

Consideraremos o modelo definido sobre uma arvore de Cayley com nimero de coor-
denacao ¢q. Devido a estrutura hierarquica desta rede, podemos definir func¢oes de particao
parciais das sub-arvores, e nao é dificil escrever as relacoes de recorréncia para as sub-
arvores com uma geracao adicional [19, 20]. Para o presente modelo, podemos definir
duas funcoes de particao parciais gy e g1, sem e com uma ligacao polimérica na aresta
raiz, respectivamente.

(4.3)

[ ————d

Figura 4.1: Contribuigbes para a relacao de recorréncia da funcao de parti¢ao parcial g).

Figura 4.2: Contribuigbes para a relacao de recorréncia da funcao de parti¢ao parcial ¢;.

Considerando a operacao de conexao de ¢ = ¢ — 1 sub-arvores de n-geracoes a um
novo sitio raiz, dando origem a uma sub-arvore de n + 1-geracoes, obtemos as relacoes de
recorréncia para as funcoes de particao parciais. As contribuicoes para estas relagoes de
recorréncia sao mostradas nas Figs. (4.1) e (4.2), e os resultados dessas expressoes sao:
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/ - o olc—1) ,_
Go = 95 + 0295 ‘g1 + %Zigo *g;. (4.4)

g’1 = Z.90 + Uzigg_lgl. (4.5)

Defindo agora a razao das fungoes de parti¢ao parciais como R = g1/go, encontraremos a
seguinte relacao recursiva:

/ Ze + 0z R
= o(o—1) ’
1+ 0z R+ 7%~ 2 R?

(4.6)

No limite termodinamico, o ponto fixo desta relagao de recorréncia é atingido. A funcao de
particao do modelo sobre a arvore de Cayley pode ser obtida se considerarmos a operacao
de conexao de ¢ sub-arvores ao sitio central da arvore. O resultado é:

(q—1)

—_ _ q _
= =gl 4+ qrgd o+ %l ’g2. (4.7)

A rede de Bethe corresponde a regiao central da arvore de Cayley, e por isso concen-
traremos nossas atengoes sobre as densidades de mondmeros extremos e de monomeros
internos no sitio central. Os resultados sao:

4298 o1 qzeR
Pe = g - (q—1 (48)
= 1+ qgz.R+ qu_)ziR2
e
9(¢=1) , a=2 2 a(a=1) . 2
= 1+ gz R+ 52 R?

Dados os valores das atividades z. e z;, o valor de ponto fixo da razao R pode ser en-
contrado usando a Eq. (4.6) e entdo as densidades de monomeros extremos e internos
para os sitios centrais da drvore sdo definidas por (4.8) e (4.9) respectivamente. Para
z. > 0, as densidades sao funcgoes suaves das atividades ou fugacidades, mas no limite
polimero (cadeia infinita) z. — 0 uma transicao de fase continua ¢é encontrada entre uma
fase nao polimerizada p; = 0 e uma fase polimerizada p; > 0, para z; = 1/(¢ — 1) [8]. Se
chamarmos s(pe, p;) a entropia por sitio do modelo, e lembramos da equagao de estado
dada em (2.34), podemos entao determinar a entropia integrando o potencial quimico nas
densidades. Iniciamos invertendo as equagoes para as densidades (4.8) e (4.9); obtendo:

Pe
q(1 — p; — pe)R’

2Ze = (4.10)

2p;
q(q—1)(1 — p; — pe) R
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Se estas atividades sao substituidas na equacao de ponto fixo R’ = R, obtemos, da Eq.
(4.6) o valor do ponto fixo da razado como:

2pz + Pe
4= pe—2p;
Assim as atividades (4.10) e (4.11) podem ser escritas como fungoes das densidades no
limite termodinamico,

R? = (4.12)

q— Pe — 2p;
2, = 413
q(1 = pi — pe)/2pi + pe (4.13)
e
) - e_2i
- pi(q — pe — 2p;) (4.14)

q(q = 1)(1 = pi = pe) (2pi + pe)’
e calculamos a entropia no plano (p.,p;). Escolhemos a trajetéria (0,0) — (0,p;) —
(pe, pi). Assim

s(pe,pi):—/opilnl ( (9= 2p) p)]dp—/opelnl( VA= P = 20 dp. (4.15)

q(g—1)(1 - q(1 —pi = p)\V2pi +p

O resultado desta integragao é:

1 e
$(pes pi) = §(q—20i)1n€I+Piln(q—1)—Peln%

1
+§(q —2p; — pe) In(q — 2p; — pe) — (¢ — pi — pe) In(q — pi — pe)

1
+§(2Pz‘ + pe) In(2p; + pe) — pi In(2p;). (4.16)

Esta entropia pode ser comparada com outros resultados da literatura para alguns
casos particulares. Para p. = 0 o caso de polimeros infinitos é obtido, e a expressao é
reduzida & equagao (26) da referéncia [14]. A entropia de dimeros sobre a rede de Bethe
(Eq. (27) na referéncia [14]), onde o resultado correto corresponde a pz trocado por p/z
(corregao no Apéndice A) é obtida para p; = 0. Finalmente, o resultado unidimensional
(Eq. (9) na referéncia [26]) é reproduzido para ¢ = 2. Comparando o resultado com o caso
monodisperso, (ver a solugdo completa no Apéndice B), é conveniente escrever a equagao
(4.16) como funcio do peso molecular médio M = 2(p; + p.)/p. e da densidade total de
monomeros p = p; + p.. A expressao resultante é:

2 2 2
ln(q—l)—MplnMp

P ]\7[
1
i ng+p

+<g—pMM 1>ln <1—2PMQM1> —(1=p)In(1-p)

M =2 M =2
ln 2p i )—p i 1n<p i ) (4.17)
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Podemos agora encontrar a contribui¢ao da polidispersividade a entropia, calculando
Aspr(p) = sur(p) — su(p) para M = M, onde sy (p) é a entropia do caso monodisperso
(Eq. (22) da referéncia [14]). Encontramos o resultado independente de g¢:
P
swr(p) = smlp) = 77 [(M = 1) In(M — 1) — (M - 2) In(M - 2)], (4.18)
e por isso este resultado é idéntico ao obtido no caso unidimensional estudado na Ref.
26].

Embora os detalhes dos calculos acima tenham sido apresentados para um modelo de
polimerizagao de equilibrio sem a presenca da cadeias de um tunico sitio, é facil obter os
resultados para o modelo original [7] usando as Egs. (3.3), (3.4) e (3.5). Por exemplo, a
densidade de sitios ocupados para polimeros de um tnico sitio é

T o=
= —=— 4.19
P1 = ax17 ( )
fazendo xy = 1/2. O resultado é
K
- 1= po — p;). 4.20
=1 (L= p) (4.20)

Um célculo similar pode também ser feito para a densidade de polimeros (incluindo cadeias
de um tnico sitio) p, = N, /N, conduzindo a

K, 0= K 1- K
= — = 1 e — i, 4.21
Pr = 2 9K, 1+K1<+K1p p) (4.21)
enquanto a densidade de ligagao é dada por:
K o= 1
= = —pe + pi- (4.22)

P2 0K 2

4.2 Distribuicao de tamanhos

Encontraremos agora a distribuicao de pesos moleculares no caso polidisperso sobre
uma rede de Bethe. Para isto, devemos registrar o niimero de monémeros ja incorporados
a cadeia e, portanto, definiremos multiplas sub-arvores com fungoes de particao parciais
g, M =0,1,... onde gy corresponde a uma sub-arvore sem ligacao polimérica na aresta
raiz, como antes, e gy; descreve uma sub-arvore com um polimero conectado a raiz com
M monomeros acima. As relagoes de recorréncia para estas fungoes de particdo parciais
serao dadas por:

’ " el olo—=1) .5 &
9o =98 + 0295 " > g + %Zigo > gugn, (4.23)
M=1 M,N=1
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gl1 = 2.90 (4.24)

/o o—1
dm = 0%y 9Gm-1,

M=223,... (4.25)
Novamente, definimos as razoes das fungoes de partigdo parciais Ry = gar/go, para
M =1,2,.... As relagoes de recorréncia para as razoes sao dadas por:
Ze
O'ZZ‘R _
Ry — DM 1’
M=23,..., (4.27)
onde . . -
D=1+40z » Ruy+ Mzi > RuRy. (4.28)
M=1 2 M,N=1

Inspecionando este conjunto de relacoes de recorréncia chegamos a um ansatz para os
valores de ponto fixo das taxas Ry = o™ ~'Ry, onde o = oz Ry /ze. Lembrando que as

- N . - oo o
razoes Ry, estao relacionadas com a razao R (4.12) por R = >_%;_; Ry. Substituindo o
ansatz acima para R,;, chegamos a

R=> Ry=R Y o""'"=R//1-a). (4.29)
M=1 M=1

Usando o valor de ponto fixo R encontrado na Eq. (4.12) podemos entao calcular os
valores de R; e o no limite termodinamico. Os resultados sao dados abaixo:

R = Pe (4.30)
V(@ =200 = pe)2p; + pe)
¢ 2
Pi
a=—"PF__ 431
ot 7) 431

Agora consideramos a operacao de conexao das ¢ sub-arvores ao sitio central da arvore. A
probabilidade de que o mondémero terminal de uma cadeia com M monomeros esteja situ-
ado sobre o sitio central sera igual a qz.R;_1 e a probabilidade de termos um monomero
terminal localizado sobre o sitio central é igual a gz.R. Por isso, a probabilidade de en-
contrarmos um monomero terminal localizado com exatamente M monomeros entre todas
as cadeias sobre a rede com o peso molecular M serd dada por:

RM*l M—2 1 zb_ﬁ — 2 M=2
= pr— 1— = — = . 4 2
rw=—p—={-a M_1\M—1 (4.32)

Esta distribuicao exponencial do peso molecular é novamente independente do ntimero de
coordenagao ¢ e, portanto, idéntica a obtida em uma dimensao [28] para ¢ = 2.
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4.3 Resultados e discussoes

O modelo de polimerizagao de equilibrio foi estudado extensivamente na literatura,
mas o foco principal destes estudos foi o seu comportamento critico, quando K; — 0
(ze — 0), onde o peso molecular médio das cadeias diverge. Aqui, de maneira semelhante
ao que em muitos casos foi feito por Dudowicz et al. [26] para um modelo similar,
concentramos nossas atengoes na regiao de parametros onde o modelo é nao-critico. Os
calculos de Dudowicz foram feitos incluindo polimeros de um sé sitio na aproximacao
de Flory-Huggins, que em muitos casos é equivalente a solugao na rede de Bethe. Nao
é surpresa que ambos os calculos conduzam a uma distribuicao exponencial de pesos
moleculares das cadeias. O modelo estudado por Dudowicz et al. é candnico com respeito
a densidade de polimeros de um sitio, enquanto o presente modelo é grande canénico com
respeito aos monomeros extremos. No limite de polimero, a distribuicao de tamanhos dos
pesos moleculares mostra em geral uma lei de escala descrita por [29]

ra ~ M7 exp(—M), (4.33)

no limite de pequena superposicao entre cadeias, reduzindo a um decaimento exponencial
para grandes superposicoes. O expoente critico v é em geral maior que 1, mas seu valor
classico é 1.

0.5 LI N T T

0 R L1

Figura 4.3: Diferenga As;;(p)/p entre as entropias polidispersas e monodispersas como
funcao de M. O gréfico foi obtido para densidades p = 0.25 (linha azul), 0.5 (linha
marron), 0.75 (linha vermelha) e 1 (linha preta).
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Rede de Bethe (M=5)
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Figura 4.4: Comparagao entre a entropia polidispersa sy;(p) e a entropia monodispersa
sy (p) para uma cadeia de pentameros numa rede de Bethe com ¢ = 4.

Rede de Bethe (M=8)
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Figura 4.5: Comparagao entre a entropia polidispersa sy;(p) e a entropia monodispersa
sy (p) para uma cadeia de octameros numa rede de Bethe com ¢ = 4.
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Uma vez que os célculos da aproximagao de Flory-Huggins [26] e da rede de Bethe [30]
deverao conduzir a expoentes classicos, o decaimento exponencial da distribuicao de pesos
moleculares é esperado no limite polimero M — oo, mas o decaimento nao exponential
seria permitido para M finito. Investigaremos, no préximo capitulo, este decaimento
quando o modelo é estudado na rede de Husimi.

Vamos apresentar alguns resultados graficamente. Na figura (4.3), mostramos As;;(p)/p
para diferentes valores de M, notamos que o valor maximo da entropia de rede cheia ocorre
M = (5 +/5)/2 ~ 3.618. Para a entropia de rede cheia, por exemplo, a Eq. (4.18) ndo
implica necessariamente que o seu valor maximo ocorra para tetrameros. No caso mono-
disperso [14] o valor méximo de rede cheia ocorre em octameros, cuja essa entropia é dada
por: sy—s(p = 1) = 0.52324, enquanto que para o caso polidisperso o valor da entropia de
rede cheia ocorre em sy;_, 377(p = 1) = 0.96228. Nas Figs. (4.4) e (4.5) mostramos o re-
sultado da entropia polidispersa e monodispersa para cadeias de pentameros e octameros
com numero de coordenacao ¢ = 4 na rede de Bethe. O caso polidisperso, para cadeias
de tamanho finito M > 2, serd sempre maior que o caso monodisperso.
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Capitulo 5

Entropia de cadeias polidispersas
sobre redes hierarquicas: solucao na
rede de Husimi

Uma outra maneira de estudarmos propriedades termodinamicas de modelos em re-
des regulares é através de sua solu¢do numa rede hierdrquica de Husimi [21, 22]. A rede
hierarquica de Husimi é construida através de poligonos ligados pelos vértices numa es-
trutura de arvore de Cayley. Os poligonos podem ter um nimero de arestas qualquer. Se
estamos interessados em encontrar uma aproximagao para o modelo sobre uma rede trian-
gular, por exemplo, poderiamos resolver este modelo sobre numa rede de Husimi com trés
plaquetas triangulares incidentes num vértice, ver Fig. 2.14. A ramificacao dos poligonos
sera igual a o, e o numero de coordenacao da rede de Husimi é ¢ = 20 + 2. Novamente,
como foi mencionado no ltimo capitulo, o modelo de polimerizacao de equilibrio também
pode ser estudado sobre a rede de Husimi.

5.1 Solucao na rede de Husimi

Vamos considerar o modelo no ensemble grande canonico de cadeias colocadas numa
rede. Cada cadeia é formada, como mencionado nos dois 1ltimos capitulos, por monomeros
com duas atividades distintas, colocadas sobre os sitios da rede correspondendo a cami-
nhadas lineares auto- e mutuamente excludentes sobre a rede. O peso estatistico de uma
configuracao particular das cadeias sera novamente dado por le zNe onde N, e N; sdo os
nimeros de monomeros extremos e internos na configuracao, respectivamente, enquanto
Z. € z; sao as atividades dos dois tipos de monomeros. A funcao de particao deste modelo

sobre uma rede com V sitios pode ser escrita como:
E(2e, 253 V) = szvizé\[efgg(Ni,Ne;V), (5.1)
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onde I'go(N;, Ne; V') é o niimero de configuragoes das cadeias, numa rede com V sitios,
com N; monomeros internos e N, monémeros extremos a rede. Na Fig. (5.1) uma possivel
configuragao é mostrada.

] ] ] ]
Oo—¢ 0
sitio [
central
U Py ® /

L L] L L]

Figura 5.1: Uma configuracao de cadeias colocadas sobre uma arvore de Husimi com
ramificacoes de quadrados ¢ = 1. Monomeros internos sao representados por circulos
brancos e monomeros extremos representados por circulos pretos. O peso estatistico para

esta configuragao com trés cadeias é 22 z8.

A densidade de monémeros extremos é p. = N, /V | a densidade de monomeros internos
é pi = N;/V e a densidade total de monomeros serd p = p; + p.. As densidades sao dadas
por

i = | =5 5.2
€
Ze 02
] 5.3
P = 0z (5:3)

Vamos considerar o modelo sobre uma arvore de Husimi (ou cactus) construida com
quadrados. Na Fig. (5.1) temos uma arvore com trés geragoes de quadrados. A drvore
tem uma estrututa hierarquica que permite que muitos modelos de mecanica estatistica
possam ser resolvidos, de maneira semelhante ao que ocorre na rede de Bethe [20]. Para
resolver o modelo sobre a arvore de Husimi, é conveniente considerar sub-arvores com
a configuracao de sua raiz fixa, com um quadrado conectando a raiz de 30 outras sub-
arvores com uma geracao a menos. A configuracao da duas ligagoes incidentes sobre o
sitio raiz das sub-arvores é fixada e definimos as fungoes de particao parciais sobre estas
sub-arvores para as configuracoes das raizes fixas. Na Fig. 5.2 mostramos uma dessas
sub-arvores. As configuragoes possiveis das raizes sao retradas na Fig. (5.3). A fungao
de particao parcial gy corresponde a uma configuragao da raiz sem qualquer ligagao vinda
de cima, g; com ¢ = 1,2,3... sao as configuracoes das raizes com uma ligacao vinda de
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cima, de uma cadeia com i monomeros ja incorporados. Finalmente, a funcao de particao
parcial h corresponde a uma raiz com duas cadeias incidentes.

sitio raiz

Figura 5.2: Uma sub-arvore de uma rede de Husimi. A rede tem um ntumero de coor-
denacdo ¢ =4 (0 = 1).

Figura 5.3: Configuracoes raizes das subarvores.

Sera ttil definirmos a soma das funcoes de particao parciais g; como:

k= i_o:gz (5.4)

Agora iremos obter uma expressao para a funcao de particao das sub-arvores com n—+1
geracoes de quadrados. Isto pode ser feito considerando uma operacao de conexao de 3
grupos de o sub-arvores de n geracoes ao novo quadrado raiz. Definiremos aqui as razoes
das funcgoes de particao parciais:

Gi=%i=12.. (5.5)
90
h
H=—, 5.6
90 ( )
k 2 191
K=-= ZG (5.7)
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Nestas relacoes de recorréncia, algumas conbinacoes das fungoes de particao parciais
aparecem repetidamente; entao é conveniente definirmos estas combinagoes

— 1)z K>
a=giA=gi[1+ 02K +ozH+ —U(U 5 )2 l, (5.8)
b=g"B = g5° 22 + 2022, K + 0?27 K7, (5.9)
¢ =g5'C = g5 z[zl + 2022 K + 0?2 K7, (5.10)

onde notamos que C' = z;B. As relagoes de recorréncia para as razoes das funcoes de
particao parciais sao:

’ 226(142 + B)
= — A1
Gl D ? (5 )
, 2z0(A2+ B A
G = zilo(A® 4+ B)Gy + 2 ]7 (5.12)
D
G- 22;[0(A* + B)Gy + 02;AG; + zezi], (5.13)
D
/ QZZ [O'(A2 + B)Gl;l + O'ZiAGZ',Q -+ ZeZiGifg]
G, =
D
(i > 4), (5.14)
) )2
o — (A+22)(ze + 02, K) (5.15)

_D ?
onde D = A3 4+ 2AB + C. Somando as relacoes de recorréncia para todos os G; obtemos
a relacao de recorréncia para K:

b 2(2e K) (A% + B+ 2z A+ 22
K- (2ze + 02, K)( D—|— + 2z —i—zl)' (5.16)

No limite termodinamico, o comportamento do modelo serd descrito pelos valores
de ponto fixo H = H e K' = K do par de relagdes de recorréncia (5.15) e (5.16).
Devido a nao-linearidade das equacoes nao ¢é possivel obter para os valores de ponto
fixo H(z;, ze;0) e K(z,2¢;0) uma expressao analitica fechada, mas em geral é simples
obte-lo numericamente. Dois casos particulares podem ser considerados para estas duas
expressoes. O primeiro caso é quando fazemos o limite de (z; — 0) que é o problema de
dimeros e o segundo caso é quando fazemos o limite de (z. — 0) (caso polimero). Nestes
limites estas relacoes de recorréncia reduzem-se aos resultados ja obtidos por Stilck e
Oliveira (1990) [14]. Uma vez que os valores dos pontos fixos H e K sejam encontrados,
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podemos determinar as razoes GG1, Ga,... usando as equacoes acima. A funcao de particao
do modelo sobre a arvore de Husimi pode entao ser obtida considerando a operacao de
conexao de o + 1 sub-arvores ao sitio central que leva a:

E=glll +yH + 2K + %yKQ]. (5.17)

onde z = z.(0c + 1) ey = z(0c + 1).

Nao estamos aqui interessados na solu¢ao do modelo sobre toda a arvore de Husimi,
que esperamos ter um comportamento muito diferente do comportamento sobre redes
regulares, e entao concentraremos nossa atengao sobre o comportamento no sitio central
da éarvore (rede de Husimi). Obtemos as densidades de monomeros extremos e internos
no sitio central, que sao:

. 0= K
pe= =22 = & , (5.18)
20z 1+yH+ 2K + yK?
€
;0= H + ZyK?
=222 YETHY , (5.19)
20z 1+yH+ 2K+ yK?

A entropia por sitio s(p., pi) como funcao destas atividades pode ser obtida a partir
das relagoes:

In(z) = — ( gfi)m , (5.20)

In(z) = — <§;>pe . (5.21)

Para integrar esses equagoes de estado, reescrevemos as Egs. (5.18) e (5.19) como:

Pe

x = , (5.22)
(1= pe—pi)K
2p;

= ) 5.23
VT ek 20 o2

Entao podemos obter a entropia, calculando a integral

Pe Pi
$(pis pe) = —/0 In 2 (p, 0)clp—/0 In 2;(pe, p)dp. (5.24)

A primeira integral pode ser calculada analiticamente, pois no limite de dimeros as
equacoes de ponto fixo sao exatamente soliveis. Os resultados para os casos particulares
de dimeros, polimeros e cadeias de tamanho fixo (caso monodisperso) finitas podem ser
vistas em detalhe no Apéndice C. No caso geral, a segunda integral é calculada numeri-
camente.
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5.2 Distribuicao de tamanhos

Finalmente, podemos encontrar a distribuicao de tamanhos das cadeias polidispersas.
A probabilidade r,; de encontrar uma cadeia com M monomeros entre todas as cadeias,
¢é dada por:

Ghr_
= 1‘;{ L (5.25)

Esta probabilidade pode ser calculada numericamente para o ponto fixo, sendo o valor de
K dado pela Eq. (5.16), com K’ = K.

0.8 —
n " " " " " n

T
1

0.75
:—E °

0.7 -

0.65[— —
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0.62

Figura 5.4: Razoes das probabilidades de encontrar cadeias com pesos moleculares M
sucessivos sobre a rede de Husimi como funcao do peso molecular médio. Curvas para
q = 4,6,8,10 sdo mostradas, os resultados inferiores (circulos) correspondem a ¢ =4 e os
superiores sao para ¢ = 10. Os calculos foram feitos para z; = z. = 1. As linhas coloridas
sao estas razoes obtidas pela solucao na rede de Bethe.

Como podemos notar na Fig. (5.4), onde as razdes ryr+1/ry sdo mostradas como
funcao de M, para pequenos valores de M comparados com 4 as distribuicoes dos pesos
moleculares nao sao exponenciais. Entretanto, para M > 4 um comportamento exponen-
cial aparece. O valor 4 corresponde ao tamanho da tunica trajetoria fechada sobre a rede
que consideramos neste problema. Novamente, notamos que os desvios do comportamento
exponencial sao maiores para pequenos valores de q. Quando ¢ cresce os resultados se
aproximam do comportamento exponencial para todos os valores de M, como encontrado
na rede de Bethe.

O valor assintético dessa razao para grandes valores de M pode ser encontrado assu-
mindo um decaimento exponencial desta probabilidades para os valores do ponto fixo des-
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tas razoes das fungoes de parti¢ao parciais G;, para i > 3 nas Egs. (5.14). Quando M > 1
temos que: Gy = afM e Gry1 = a1Gry + oG +asGhy o, com oy = 2z,0(A?+B)/D,
g =2220A/D e a; = 22,22/ D, com a razao de probabilidades § dada por:

3= s B+ M+ ag M2

= 5.26
que conduz a uma equagao para a razao limite § = limp; o rar41/ry dada por:
20z
B = (A2 4 B)B* + 5 AB + 7] =0, (5.27)
A solucao fisica para esta equagao é entao dada expressao
Ty 2(3wmxs+a3) A
_ 2 s ), 2 5.28
ﬂ 3.T1 2[[’2)\ 6.T1 ’ ( )
onde
A = 321 [36z 2973 + 10827 + 8735 + 12[12(25 — z123) — 3(w0w3)* +
5dai2axs + 8122233, (5.29)
com
A3 +2AB +C
= 5.30
= 2023 ( )
A*+ B
To = 22 s (531)
¢ A
= — 5.32
T > ) ( )

sendo A, B e C definido pelas combinagoes lineares (5.8), (5.9) e (5.10). Na Fig. (5.5)
mostramos Aa = 3% — ¥ para z. = z = 1, a diferenca dos expoentes de decaimento
exponencial nas duas redes hierarquicas, % (Bethe) e 3 (Husimi) como fungao do
nimero de coordenacao q. E facil notar que, para ¢ — oo (resultado de Campo Médio) o
valor de 32 e B se tornam idénticos.

Como mencionamos acima, a solucao deste modelo sobre a rede de Bethe conduz a um
decaimento exponencial para qualquer valor de peso molecular M, fg = (M —2)/(M —1)
[30]. Encontramos uma solugao sobre a rede de Husimi, onde o expoente de decaimento
assintético para grandes valores de M (8%) em geral serd uma funcio de M, o e p. Isto
pode ser visto analiticamente no limite em que estas atividades sao pequenas. Expandindo
as relagoes de recorréncia até a menor ordem nao nula de z, e z;, temos:

H = (2. + 0z K)? (5.33)
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K' =2(z. + 02 K) (5.34)

1e-02

le-04—

log(Aa)

1e-06—

legf—r L o Lo Ll L L

Figura 5.5: Comparando a diferenca entre as distribuicoes de probabilidade na rede de
Husimi para M > 1 e a exponencial numa rede de Bethe.

Com isso, € facil entao encontrarmos os valores de ponto fixo até a menor ordem
nao nula obtendo K* = 2z, e H* = 2., e os correspondentes valores do peso molecular
médio M = 2 + (1 + 20)z; e a densidade total de monémeros p = 2(c + 1)z,. A solucio
aproximada da Eq. (5.27) para o decaimento exponencial no limite de pequenas atividades
é By = 202, que pode ser combinada com a expressao de M acima conduzindo para:

20

ﬂH:l—i—QO’

(M —2). (5.35)

Observamos que nesse limite Sy ndo pode ser escrito apenas como funcido de M.
Por outro lado, efetuando a mesma expansao na solucao do problema na rede de Bethe
encontramos g = 0’z;, onde ¢’ é a ramificacao nesta rede e devemos lembrar que se as
duas redes tém o mesmo numero de coordenacao o’ = 20 4+ 1. Assim, como esperado, os
dois resultados sao equivalentes quando o > 1.

5.3 Resultados e discussoes

Calculando a segunda integral na Eq. (5.24) numericamente, obtemos alguns resulta-
dos mostrados nas Figs. (5.6) e (5.7).
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Figura 5.6: Entropia para cadeias monodispersas com M = 4 e cadeias polidispersas
M = 4 sobre uma rede de Husimi com ¢ =4 (¢ = 1), como densidade de monémeros da
rede. A curva inferior (linha vermelha) corresponde ao caso monodisperso.

Tabela 5.1: Entropia de rede cheia na rede de Bethe e Husimi para ¢ = 4. Resultados
para cadeias monodipersas (m) e polidispersas (p). Os dados para o caso monodisperso
sao tirados da referéncia [14] e discutidas em detalhe no Apéndice C e o caso de cadeias
polidispersas sobre a rede de Bethe sdo discutidas no capitulo anterior [30].

M Bethe (m) Husimi (m) Bethe (p) Husimi (p)

2 0.26162 0.26743 0.26162 0.26743
3 0.42284 0.41295 0.88486 0.88521
4 0.48166 0.48951 0.95902 0.95893
5 0.50669 0.50888 0.95653 0.95616
6 0.51349 0.51265 0.93476 0.92905
7 0.52217 0.52284 0.90831 0.90720
oo  0.4055 0.4090 0.4055 0.4090
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Figura 5.7: Entropia para cadeias monodispersas com M = 7 e cadeias polidispersas
M = 7 sobre uma rede de Husimi com ¢ = 4 (¢ = 1), como densidade de monémeros da
rede. A curva inferior (linha vermelha) corresponde ao caso monodisperso.
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Figura 5.8: Entropia de cadeias polidispersas na aproximagcao de Bethe (linha preta) e
Husimi (linha vermelha). O caso M =5 é ilustrado aqui, com ¢ =4 (0 = 1).
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Figura 5.9: Curva da diferenca entre as entropias monodipersas e polidispersas como
funcdo da densidade nas redes Bethe (linha preta) e de Husimi ¢ = 4 (linha vermelha) e
q = 6 (linha azul) para M = M = 5.

E conveniente comparar nossos resultados com o caso monodisperso e considerar a
entropia por sitio como funcao da densidade total de monomeros p = p; + p. € 0 peso
molecular médio M = 2p/p, fixo. Como esperado, no caso polidisperso a entropia é maior
para M > 2, devido as flutuacoes nos pesos moleculares. Também, notamos que estes
resultados sao muito proximos dos valores oriundos da solucao do problema da rede de
Bethe [30] como mostra a Fig. 5.8. Na rede de Husimi As(p, M, q) e nao linear em p,
enquanto que na rede de Bethe As?(p, M) como mostra a Fig. 5.9.

Na tabela (5.1) apresentamos dados para a entropia de rede cheia s(p = 1). Se
compararmos os resultados da rede de Bethe e das solugoes da rede de Husimi as diferencas
sao muito pequenos, mas, em geral, ambos ainda estao longe dos valores mais precisos
para a rede quadrada, quando estes estao disponiveis (Caso monodisperso). Para dimeros
(M = 2), o valor exato sobre a rede quadrada é conhecida [12, 13] (s = G/7 =~ 0.29156,
G ¢é a constante de Catalan). Neste caso, o valor sobre a rede de Bethe é 10% menor e
da rede de Husimi é 8% menor que o resultado exato. A entropia no caso monodisperso
para cadeias de tamanho M > 2 calculadas sobre as redes de Bethe e Husimi é sempre
maior que as estimativas obtidas pelos calculos da matriz de transferéncia para a rede
quadrada [18]. Notamos também, nos nossos resultados, que a diferenca entre os valores
da entropia sobre as redes de Bethe e Husimi é sempre decrescente como fungao do niimero
de coordenacao, como ¢ esperado.
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Capitulo 6

Entropia de cadeias polidispersas
dirigidas numa rede quadrada

Nos dois tultimos capitulos discutimos alguns aspectos da determinacao da entropia
para um gas de M-meros sobre redes hierarquicas. Estes M-meros sao cadeias flexiveis e
nos limitamos a tratar do caso onde nao existem interacoes atrativas entre os monoémeros
considerando, também, o vinculo de volume excluido, isto €, cada sitio s6 pode ser ocupado
por um unico monomero.

O interesse em estudarmos as grandezas termodinamicas destes modelos supondo que
as cadeias estejam colocadas sobre uma rede bidimensional regular reside no fato de que
este é um bom modelo para polimeros adsorvidos na interface de dois liquidos imisciveis
ou em uma superficie sélida. Vamos aqui, também, considerar o problema de cadeias
polidispersas onde z, = exp(u./kgT) é a fugacidade de mondmeros extremos da cadeia e
zi = exp(pi/kpT) é a fugacidade de mondmeros internos. Um dos modelos mais utilizados
para tratar este problema é o de cadeias auto-excludentes (SAW’s), devido ao fato destas
cadeias serem flexiveis e terem uma repulsao de curto alcance (volume excluido).

O modelo classico de cadeias auto-repulsivas ou caminhadas auto-excludentes tem sido
usado por décadas como aproximacao para as propriedades termodinamicas de equilibrio
para polimeros lineares em solugoes diluidas. Do inicio da década de 80 até o presente
momento, varios modelos de caminhadas foram discutidos. Um desses modelos é a cami-
nhada auto-excludente verdadeira True Self-Avoiding Walk (TSAW) como problema de
um viajante com passos aleatérios, de maneira que ao escolher o préximo passo as proba-
bilidades decaem exponencialmente com o nimero de vezes em que o sitio de destino foi
visitado [31]. Os expoentes criticos e a dimensionalidade critica superior também foram
discutidos para este modelo [32].

Um outro modelo de crescimento de polimeros é a caminhada de crescimento cinético
Kinetic Growth Walk (KGW) [33]. Nele, o caminhante escolhe o préximo sitio apenas en-
tre aqueles ainda nao visitados e com a mesma probabilidade para cada um. A condicao de
volume excluido nao é violada neste modelo. A caminhada auto-excludente de crescimento
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indefinido Indefinitely Growing Self-Avoinding Walk (IGSAW) [34] também é um modelo
de polimeros lineares onde a condi¢ao de volume excludente nao pode ser violada. Estas
caminhadas sao de fato auto-excludentes, o algoritmo que determina seu crescimento faz
com que “becos sem saida’sejam evitados, permitindo assim o crescimento indefinido das
caminhadas. Um excelente modelo cinético para investigar o comportamento de escala de
homopolimeros lineares é a caminhada de crescimento com interacoes Interacting Growth
Walk (IGW) que é um algoritmo proposto para a geragao de configuragoes de polimeros
longos na rede [35]. Neste capitulo, obteremos a entropia de cadeias polidispersas dirigidas
sobre uma rede quadrada, usando a técnica da matriz de transferéncia.

6.1 Definicao do modelo: Caminhadas dirigidas - Dz-
rected Walks (DW)

A fim de estudar as caracteristicas geométricas de polimeros (seu tamanho e forma;
por exemplo), uma cadeia de M mondmeros é representado por uma linha constituida
por M — 1 segmentos. Por conveniéncia matematica, as configuracoes de uma caminhada
serao consideradas sobre uma rede regular d-dimensional. Na sua versao mais simples, esta
aproximacao para polimeros é o que chamamos de caminhadas aleatérias ou gaussianas,
isto é, uma sucessao de M — 1 passos ¢ iniciada em algum ponto de origem e atinge
um ponto final arbitrario. Na Fig. 6.1, mostramos alguns tipos de caminhadas sobre
uma rede quadrada, com os passos sucessivos marcados pelos niimeros. Dependendo do
modelo, restricoes nas caminhadas podem ser impostas na rede quadrada.

Para uma caminhada Gaussiana (ver Fig. 6.1a) os passos nas dire¢oes +z e +y sao
sempre permitidos, podendo a caminhada retornar pelo sentido contrario de qualquer uma
das diregoes. Na caminhada auto-excludente (SAW) todas as diregoes sao permitidas, mas
nao € possivel voltar a um sitio ja visitado. A partir da caminhda auto-excludente, Fig.
6.1b, podemos introduzir outras restricoes quanto a caminhada. Com estas restrigoes, a
caminhada dirigida (Directed Walk-DW) é obtida. As Figs. 6.1c e 6.1d mostram dois tipos
de caminhadas dirigidas sobre uma rede quadrada: a Fig. 6.1c apresenta uma caminhada
dirigida em que o passo —x nao ¢ permitido sendo chamada de caminhada parcialmente
dirigida (PDSAW), enquanto que na Fig. 6.1d ambos os passos nas dire¢oes —x e —y sdo
excluidos chamada de caminhada completamente dirigida (FDSAW).

Modelos de caminhadas dirigidas de polimeros tém sido estudados desde o final da
década de 80 [36]. Um modelo de adsor¢ao de polimeros com caminhadas parcialmente
dirigidas sobre uma rede quadrada semi-finita foi estudado por Veal et al. [37], sendo
calculado o seu diagrama de fases com interacoes entre os primeiros vizinhos. Neste
mesmo problema, o calculo exato dos parametros termodinamicos da transicao de colapso
de polimeros com caminhadas parcialmente dirigidas e com interagoes atrativas entre os
primeiros vizinhos também foi obtido [38]. Recentemente, um modelo particular para
a transicao de colapso de um polimero com caminhadas parcialmente dirigidas foi estu-
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dado por Owczarek e Prellberg [39]. Eles demonstraram que enquanto a caminhada for
completamente flexivel uma transicao de fases de segunda ordem é observada e uma vez
introduzida a rigidez na caminhada a transicao de colapso torna-se de primeira ordem.

7.6 5
8] 3 [45 1 2 3406
1 29 7 (b)
(@) 9 8
5 (d)89
4 6 (¢ 7
1 2 3 7/8_ 9 3[4 56

1 2
y |_
X
Figura 6.1: Nove passos sobre uma rede quadrada: (a) Gaussiana (ndo auto-excludente);

(b) auto-excludente (SAW); parcialmente dirigidas (PDSAW); (d) completamente dirigida
(FDSAW).

6.1.1 Determinacao da entropia

Nas discussoes dos dois ultimos capitulos partimos de uma equacao fundamental que
descreve o comportamento da entropia de cadeias polidispersas como funcao da densi-
dade total de monomeros colocados sobre redes hierarquicas, sendo a polidispersividade
atribuida a um modelo estudado por des Cloizeaux [40].

Vamos considerar um modelo de cadeias polidispersas sobre uma rede quadrada. As
cadeias lineares sao definidas como caminhadas parcialmente dirigidas, Fig. 6.1c¢, com os
monomeros localizados sobre os sitios da rede. Se considerarmos o modelo definido sobre
uma tira de largura L e comprimento ¥y, com condi¢oes de contorno peridédicas em ambas
as diregoes, veremos abaixo que podemos definir uma matriz de trasnferéncia para este
modelo unidimensional, de maneira que a funcao grande canonica do modelo sera:

=(N., Ni; V) = Tr(T)Y, (6.1)

onde 7 é a matriz de transferéncia. No limite termodinamico o potencial grande canonico
por sitio é
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®(N,, N; kgT
¢ = lim (T) = = Jim == In[E(N, N3 V)], (6.2)
onde V = Ly é o nimero de sitios da rede.

Uma vez que a matriz de transferéncia 7 é obtida, o potencial grande canonico do
modelo sobre as tiras no limite termodinamico esta relacionado ao maior autovalor A desta
matriz. Portanto, podemos obter a entropia adimensional por sitio calculando a derivada

parcial de  com respeito a temperatura e assim definirmos a entropia,

S _lnE+281nE_ln)\1+Z81n)\1
Vkg V.V oT L L oT

In A Ze OA z; OX
== - In(2.) <)\_L826> —1In(z;) ()\—L 3zi> , (6.3)

onde os termos entre parénteses sao as densidade de monomeros extremos e internos
respectivamente com o peso molecular médio definido por M = 2(p. + p;)/ pe-

S(peu pz)

6.1.2 Definicao da matriz de transferéncia

Consideremos uma tira de largura L sobre uma rede quadrada no plano (x,y), com
1 <x < Le—xx <y < oo e condicoes de contorno periédicas em ambas as diregoes.
A matriz de transferéncia pode ser construida para o problema, a partir do algoritmo de
Derrida [24] para cadeias infinitas em tiras. Consideramos a operac¢ao de dar uma passo
na direcao vertical no sentido positivo, que adiciona L novos sitios a rede, como ilustra
a Fig. 6.2. Definimos a configuracido do sistema na linha de referéncia (LR) indicada
na Fig. 6.2 antes desse passo indicando se cada ligacao esta conectada a um monomero
abaixo ou nao. Assim, teremos 2* configuracoes possiveis.

y+1

LR

Figura 6.2: Segmento de uma linha y ligada a uma linha y 4 1 separadas por uma linha
de referéncia (LR).

Podemos contruir entao a matriz de transferéncia 7 definindo trés vetores. O vetor das
ligagoes verticais incidentes, que representamos por |v;) com L componentes, o vetor |vy)
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que indica as ligagoes horizontais entre os mondmeros e o vetor |v.) que indica as ligagoes
verticais de saida de cada cojunto de L sitios. As L componentes dos vetores assumem o0s
valores 1 ou 0 para os casos de haver uma ligacao polimérica na aresta ou nao. Como um
exemplo, podemos considerar uma cadeia polidispersa colocada sobre uma tira de largura
L = 2, como pode ser visto na Fig. 6.3. Consideramos aqui |v;) = |v.) = |00), verificando
todas as possiveis configuragoes compativeis de |vy,). Para este caso nao é possivel termos
o estado |v,) = |11), pois terfamos um anel.

c

Figura 6.3: Uma configuracao de cadeias colocadas sobre uma rede quadrada de largura
L =2. O elemento de matriz correspondente é: 1 + 222

Para L = 2 temos os seguintes estados: [00) = 1), |01) = |2), [10) = |3) e |11) = |4).
Entao, para este caso (L = 2), a matriz de transferéncia é dada por:

14222 2(1+422) 2(1+2z) 22

€
| ze(I 4 22) z 224227 zez
7= ze(142z) 222+ 22 Zi ZiZe (64)
22 ZiZe Zize 27

No entanto, existe uma maneira muita mais eficiente de calcularmos a matriz de trans-
feréncia. Usaremos a simetria de grupo rotacional, O, para cada largura L com 2" esta-
dos. Com estes estados nao simetrizados, podemos obter novos estados simetrizado dado
por: |1) = [1), |2) = % (12) +3)) e |3) = |4). Entao, podemos obter o bloco simétrico

da matriz de transferéncia com os novos estados [1), |2) e |3). Para L = 2 temos que o
bloco é dado por:

14222 2(z0 4 2z2.) 22

e
To=| 2.+222. 224+222+2z 2z |. 6.5
e 7

2 2
z; 2zize %

Nao ¢ dificil desenvolver um algoritmo para as etapas envolvidas no processo de con-
trucao da matriz. O maior problema consiste na restricao da meméria e do tempo com-
putacional, que definem um limite superior para as larguras que podem ser estudadas.
A matriz de transferécia gerada pelo programa é colocada num arquivo. Vemos na Fig.
6.4 que o numero de linhas desse arquivo cresce exponencialmente com L. Os tempos
computacionais para construir uma matriz sem e com simetria serdo: L =5 (4min); (=~
2s), L = 8 (préximo de 7 horas); (~ 3min) and L = 11 (préximo de 4 dias); (em torno
de 1 hora e 20 min).
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A partir da largura L = 12, a matriz nao simetrizada ja nao pode ser obtida devido
aos limites de memoria. Na Fig. 6.5 mostramos o nimero de estados obtidos sem e com
simetria de rotacao.

6.1.3 Matriz de transferéncia e o teorema de Perron-Frobenius

Para matrizes finitas existe um teorema, denominado teorema de Perron-Frobenius que
assegura, quando a matriz possui todos os elementos positivos definidos, que seu maior
autovalor nao é degenerado [41]. A prova deste teorema pode ser feita numa forma nao
muito rigorosa da seguinte maneira: considere que A\; é o maior autovalor de uma matriz
T, cujo os elementos sao todos positivos. Associado e este autovalor temos o autovetor
nao nulo |s), tal que

Tls) = Mls), (6.6)

sendo que este autovetor é devidamente normalizado, (s|s) = 1.

Consideramos entao que alguma das componentes de |s) seja negativa. Isto possibi-
litaria que A nao seja o maior autovalor, pois poderiamos escolher um outro autovetor
|} cujas componetes fossem iguais ao médulo das componentes de |s) e associado a ele
um novo autovalor N = (¢'|7|s’) maior que A;, uma vez que todos os elementos de 7
sdo positivos. Note que (s'|s’) continua sendo unitario. Como em nossa hipétese inicial,
consideraremos A como sendo o maior autovalor de 7 entao nao pode ser verdade que |s)
tenha qualquer componente negativa. Além disso |s) nao pode ter qualquer componente
nula. Escrevendo a equacao de autovalores num sistema linear em que n é a dimensao da
matriz |s), temos

t1181 + tlgsg + ...+ tlisi + ...+ tlnsn = )\181
t21$1 + t2282 + ...+ tQZ'SZ' + ...+ thSn = )\182

tinst +tiosa + ...+ tii—1Si-1 + iir1Siv1 + -+ tinSn = )\13; ‘ (67)
tn1S1 +tnaSo + .o+ 1S + .o F Sy, = )\137;
Supondo que a componente s; fosse nula, entao uma destas equacoes seria,
tis1 +tioso+ ...+ ti_18;i 1 + tig1Siv1 + ... + tins, = 0. (6.8)

Lembrando que todos os elementos de 7 sao estritamente positivos e que nenhum elemento
de |s) é negativo, entdo a tnica solugao para Eq. (6.8) seria se |s) = 0, o que contradiz a
nossa hipétese inicial de que o auto-vetor era nao nulo.
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Como todas as componentes de |s) sdo positivas definidas entao nao pode existir outro
autovetor |s’) associado ao mesmo autovalor A;, pois [s) e |s') deveriam ser, necessaria-
mente, ortogonais, o que é impossivel com autovetores cujas componentes sao todas nao
nulas. Desta forma o maior autovalor de 7 é nao degenerado, como assegura o teorema
de Perron-Frobenius.

O fato de nao existir degenerescéncia do maior autovalor assegura a analiticidade da
energia livre e consequentemente a auséncia de uma transi¢ao de fases. Esta afirmacao
pode ser entendida se imaginarmos uma dependéncia de A com a temperatura, como
ilustramos na Fig. 6.6

(@ (b)

Figura 6.6: Comportamento de autovalores para o caso nao-degenerado e degenerado.

Para o caso em que o autovalor é nao degenerado em qualquer temperatura, como em
6.6a, a energia livre é definida unicamente por A\; e nao possuira descontinuidades em si
mesma ou em quaisquer de suas derivadas. No caso 6.6b, onde para uma certa temperatura
os valores de \; e \y coincidem, a energia livre pode apresentar uma decontinuidade em
sua primeira derivada ocasionando uma transi¢ao de fases, uma vez que a partir de uma
certa temperatura critica o maior autovalor passa a ser \s.

Se a matriz nao obedece as hipoteses do teorema de Perron-Frobenius, o autovalor
dominante pode ser degenerado e uma transicao de fases é possivel. Nao é este o caso do
modelo que estamos estudando, ao menos quando z, é finito. Este é exatamente o caso
que trataremos, pois nosso modelo de gis de M-meros possui matrizes com elementos
nulos, o que gera a degenerescéncia em seu maior autovalor. Apesar disso, este sistema
nao apresenta transicoes para qualquer cadeia finita, devido a auséncia de uma interacao
atrativa entre os monomeros.

6.2 Hipodtese de escala para tamanhos finitos (finite-
size scaling)

Sempre que desejamos fazer uma conexao entre o formalismo da mecanica estatistica
com a termodinamica é preciso tomar o limite em que o volume V' do sistema e o niimero
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de particulas N se aproximem do infinito, com a densidade p = N/V mantida fixa. Apesar
de V e N em sistemas reais serem obviamente finitos, experimentalmente nao é possivel
distinguir os resultados experimentais (com N da ordem de 10**) daqueles que seriam
observados no limite termodinamico. Esta coincidéncia entre sistemas infinitos (teoria) e
sistemas finitos (experiéncia) se dd somente pelo fato de que nos experimentos o ntimero
de particulas é da ordem do ntiimero de Avogadro (~ 10%%) e as dimensoes das particulas
que formam o sistema sao infimas comparados ao tamanho do reservatorio que o guarda,
de forma que as medidas experimentais se tornem insensiveis ao tamanho finito do sistema
sempre que nao estamos interessados no comportamento de suas fronteiras.

Para casos de simulagoes, como o que ocorre com o método de Monte Carlo, a ordem
do niimero de particulas é bem menor (~ 10 ou no méximo ~ 107) e, desta forma, os
efeitos de tamanho finitos se tornam importantes para o tratamento de sistemas. Um
destes efeitos pode ser encontrado no comportamento do calor especifico para o modelo
de Tsing numa rede quadrada finita n x n com condigoes de contorno periddicas [42].

Uma forma adequada de tratarmos estes sistemas utiliza a hipotese de escala para ta-
manhos finitos finite-size scaling (FSS). Obviamente, por se tratar de uma hipdtese, nao se
tem uma idéia bastante rigorosa a respeito disto que nos permita provar sua eficiéncia so-
bre o comportamento deste sistemas. Apesar de ser formulado inicialmente como hipétese
empirica, o FSS pode ser justificado, ao menos na regiao critica, por argumentos do grupo
de renormalizacao [43]. O seu uso é apresentado de uma maneira totalmente empirica,
confiando-se na sua validade gracas a modelos estatisticos, pricipalmente em variantes do
modelo de Ising [43, 44, 45, 46, 47].

As predicoes desta hipdtese sobre o comportamento de quantidades termodinamicas e
estatisticas para sistemas finitos se baseam em dois aspectos destes sistemas: sua geome-
tria e condigoes de contorno. Discutiremos ambos os aspectos a seguir para uma categoria
de sistemas que nao possuem transicao de fases, como é o nosso caso.

Geometria e condigoes de contorno para sistemas finitos
Existem trés geometrias tipicas em sistemas fisicos finitos:

1. G1: Um sistema completamente finito, com volume V. Neste caso, apenas ampli-
tudes e coeficientes sao alterados em relagao aos sistemas infinitos. Este tipo de sistemas
. . _ 1
fica caracterizado por um comprimento caracteristico L, onde L o V4.

2. G2: Um geometria d-dimensional, infinita em d — 1 dimensoes e finitas ao longo
de uma dimensao que tem um comprimento caracteristico L.

3. G3: Um sistema infinito em uma dimensao e finito nas demais d — 1, sendo
caracterizado por um comprimento L. Este tipo de geometria é préprio de problemas que
se resolvem usando matriz de transferéncia.
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Dentro destas geometrias podemos ter sistemas que possuam condigoes de contorno
diferentes, e sao exatamente estas condicoes o fator determinante para descobrirmos como
se alteram quantidades termodinamicas e estatisticas em sistemas finitos. Por simplici-
dade, discutiremos as condigoes de contorno para sistemas do tipo G2, d-dimensional, em
que a d-ésima dimensao ¢ finita. Note que para a rede quadrada, a geometria G3, que
¢é apropriada para problemas de matriz de transferéncia, torna-se idéntica a G2. Assim,
temos as seguintes condicoes presentes em sistemas fisicos:

1. Periddicas: O sistema apresenta uma periodicidade ao longo da direcao x na
qual o sistema ¢ finito. Desta forma uma quantidade ¢ definida ao longo de x, é tal que

o(n,x) = ¢(n,x + L), (6.9)

onde L é o comprimento do sistema nesta direcao e n é um vetor d — 1-dimensional que
¢é perpendicular a direcao x.

2. Anti-periddicas: Esta condigao é similar ao caso anterior a nao ser pelo fato
que a quantidade ¢ se comporta da forma,

3. Superficie livre: Neste caso temos um sistema que apresenta uma parede um
potencial que nos leve a ter uma quantidade ¢ com o seguinte comportamento,

¢(n,z) =0, (6.11)

para x < 0 e x > L, ou seja, esta quantidade esta restrita a regiao 0 < x < L. Neste tipo
de condicao é necessario que conhecermos o valor da funcao ¢ também nos extremos.

Formulacao do limite termodinamico fora da criticalidade

Estudaremos a determincao de uma quantidade termodinamica para sistemas finitos
numa situacao fora da criticalidade. Definida uma rede e condi¢oes de contorno, podemos
obter a energia livre por unidade de volume f,, no ensemble canonico pelo limite:

F(T,V,N
foo = lim (’7‘/’)

) 6.12
N,V—»oo,p:% Vv ( )

mantendo-se p = N/V fixo. No caso do sistema infinito é razodvel esperar que a energia
livre seja independente da forma geométrica e das condigoes de contorno. No entando,
para sistemas finitos, a energia livre definida em (6.12) sofre as seguintes correcoes,

FT(T,V,N) =V f_o(T, p) + O(V), (6.13)
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onde a corregao O(V) depende das condigoes de contorno periddicas, ja mencionadas
anteriormente, e 7 pode ser 1 (sistema periddico), 2 (sistema anti-periddico) e 3 (sistema
de superficie livre). Para sistemas com superficie livre, a corregdo é proporcional a drea
da superficie e a energia livre é escrita como,

FYT,V,N) =V foue(T. p) + Af*(T, p) + O(A), (6.14)

onde A é uma funcao que depende da condicao de contorno da superficie.
Ja para sistemas com condigoes de contorno peridédicas nao existem termos de su-
perficie e sua correcao para a energia livre é do seguinte tipo,

FYT,V,N) =V f_.o(T,p) + Oexp(=Y(T)L)), (6.15)

onde L o Vi é um comprimento tipico do sistema e T(T) uma funcao qualquer da
temperatura.

Combinando as Eqs. (6.14) e (6.15) podemos escrever uma expressao alternativa para
a energia livre de superficie:

F3(T7V>N)_F1(Ta‘/aN>

(o= tm ¥ : (6.16)
Finalmente para condicoes anti-periddidas a forma da energia livre é
F(T,V.N) =V foe(T, p) + AS(T) + O(4), (6.17)

onde A é a drea e ¥ uma tensao superficial. Combinando as Egs. (6.17) e (6.15) temos
uma expressao para > dada por:

2 o
X(T) = lim FAL,V,N) - F(T,V, N) ) (6.18)
A,L,N—o0,p=N/AL A

Para todos os casos acima, estas expressoes se tornam invalidas na criticalidade e
devemos fazer uso de outras hipéteses do (F'SS). Além disso, como ja haviamos citado no
principio desta discussao, nenhum destes resultados pode ser extraido de uma derivagao
formal de principios basicos da termodinamica ou da mecanica estatistica.

6.2.1 Algoritmos de extrapolacao para implementar o finite-size
scaling

Calculamos os valores da entropia de um gas de M-meros para redes de diversas
larguras, obtendo um conjunto de valores {s;}, onde s; é a entropia de um gas de M-
meros calculada numa largura de tira L. No entanto, estamos interessados em obter uma
estimativa da entropia para a rede quadrada, que tem largura infinita (ss).
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Existem formas adequadas de tratarmos dados de rede finita, para extrapolarmos esta
sequéncia para um valor limite, que se adaptam a teoria de escala para sistemas finitos
(FSS). Como vimos, sistemas que possuem condigao de contorno periédica e estao fora
da criticalidade tém seu valor limite obtido através de uma corregao exponencial,

S, = Seo + O(exp(—al)), (6.19)

onde sy, é um valor da entropia para uma tira de largura L e o uma constante que toma
o lugar da funcao Y(T') presente na Eq. (6.15). Usaremos estas condigdes nos nossos
calculos. Este comportamento exponencial pertence a um grupo de casos conhecidos
como convergéncia linear, desde que satisfacam a relacao,

. SL — Sx
hm _—

<1 (6.20)
L—oo Sp 1 — S0

Alguns algoritmos especificos sao indicados para serem utilizados na obtencao de um
valor limite da sequéncia {sr}.

6.2.2 Transfomacao de Shanks

Em nosso problema, utilizaremos o algoritmo conhecido como transformacao de Shanks
proposto em (1951) [43]. O método funciona para uma sequéncia de no minimo trés
entradas e que satisfaga a condigdo de convergéncia linear dada pela expressao (6.20).
A transformacao de Shanks é feita a partir de trés valores da entropia para redes de
largura finita, obtendo uma estimativa para (s.,) tomando valores sy, obtendo s} (que é
exatemente S, ), da seguinte maneira,

2
SL—-1SL4+1 — S
5} = 800 = L (6.21)
Sp—1+ Sp+1— 281

E interessante notar que esta operacao nao funciona para uma seqiiécia de nimeros
inteiros consecutivos, tendo em vista que, neste caso, o denominador se anula. Como vere-
mos mais adiante, o nosso problema nao envolve esses casos de maneira que, utilizaremos
este algoritmo para realizar a extrapolacao das sequéncias obtidas para as entropias. O
erro do valor extrapolado é definido por:

€= Lliggo2|8271 = Spals (6.22)
em que estes sao os valores extrapolados da pentltima geragao. Outros métodos também

podem ser usados, entre eles o BST [48] e o VBS [49]. Estes métodos foram discutidos
por Dantas [18, 50].
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6.3 Resultados

A realizacao do calculo da entropia para um gas de M-meros é um processo quase todo
feito de maneira exata a menos da diagonalizacao da matriz de transferéncia, realizada
numericamente. Fica claro que sao pouquissimos os casos em que a matriz de transferécia
é construida sem a ajuda do computador pois a dimensao da matriz de transferéncia cresce
exponencialmente com a tira de largura L. Escrevemos alguns programas computacionais
que realizam todas as etapas necessarias para a obtencao da matriz. Estes programas
foram feitos na linguagem FORTRAN e estao na seguinte ordem de execugao:

rl Iniciamos escrevendo, para uma dada largura, um programa que agrupa os 2
estados pela simetria de rotacao;

r2 Em seguida, utilizamos o arquivo gerado na primeira etapa para rotularmos com
os mesmo indices os estados que sdo definidos pelos vetores {|v;) e |v.)} que forem equi-
valentes por uma rotacao discreta 27 /L;

r3 E por fim, de posse deste conjunto de vetores, ja simetrizados, construimos a
partir de cada um deles uma linha da matriz. Vale ressaltar também, que se estivermos
interessados no caso da rede completamente cheia (p = 1) utilizamos os coeficientes gera-
dos da matriz, que satisfacam a condigao de que os sitios da rede estejam todos ocupados;

r4 Uma vez determinada a matriz obtemos o maior autovalor por um método itera-
tivo.

Uma das maiores dificuldades no formalismo da matriz de transferéncia para o trata-
mento deste tipo de problema é que a dimensao da matriz cresce exponencialmente com
o tamanho da cadeia ou com a largura de tira L [18, 50]|. Esta dificuldade implica outra
complicagao a medida em que extrapolamos nossos resultados para a entropia do gas de
M-meros adsorvidos na rede. A extrapolacao como pode ser visto na subseccao (6.5.2),
fica melhor quanto maior for o conjunto {s;} de entropias calculadas para as tiras de
largura L, tornando-se assim o crescimento da matriz numa “barreira ”para o calculo do
valor extrapolado.

Alcangamos o valor maximo da largura para o qual conseguimos construir a matriz de
transferéncia com um esfor¢co computacional dentro de nossas possibilidades. Este valor
maximo é de L = 14. A principio, pode-se imaginar que esta largura seja suficiente para
realizarmos uma boa extrapolacao. Entretanto, uma dificuldade adicional apareceu ao
longo dos célculos. Os valores das entropias para tiras finitas ordenam-se em subconjuntos
{s} } de acordo com as larguras. O caso mais explicito deste comportamento é o de dimeros
(M = 2), como pode ser visto na Fig. 6.7. Assim, um ajuste como aquele proposto pela
hipotese de escala para tamanhos finitos, Eq. 6.19 s6 pode ser feito separando o conjunto
{s1} em dois subconjuntos {s} } para L par e impar.
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Figura 6.7: Entropia de um gés de dimeros na rede cheia. Separacao dos valores da
entropia em dois subconjuntos: pares (circulo preto) e impares (quadrados vermelhos).
Note que os dois subconjuntos convergem para a entropia s., na rede quadrada.

Esta constatacao foi feita de forma empirica por Dantas [18, 50] para cadeias mono-
dispersas, sem que fosse possivel, até o momento, encontrar o mecanismo que origina tais
resultados. O que motivou Dantas a escolher os subconjuntos para o modelo de caminha-
das auto- e mutuamente excludente para o caso monodisperso foi o padrao encontrado
no grau de degenerescéncia (o nimero de autovalores com o mesmo médulo) do maior
autovalor da matriz de transferéncia para alguns dos casos tratados, como pode ser visto
na tabela 6.1, cujos dados foram obtidos de uma diagonaliacao algébrica da matriz.

Im A

Figura 6.8: Degenerescéncia do maior autovalor da matriz nao-hermitiana.

Dantas verificou que estes autovalores degenerados agrupam-se num circulo de mesmo
raio, uma vez que eles podem ser complexos, ja que a matriz de transferéncia para o nosso
problema nao é necessariamente hermitiana, como mostra a Fig. 6.8. Entretanto, quando
a largura da tira é um multiplo do peso molecular M apenas um autovalor é maior.
De certa forma, nao fica claro para ndés o porqué deste mecanismo, mas ele aparece em
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Tabela 6.1: Degenerescéncia do maior autovalor da matriz de transferéncia, onde no caso
polimero a degenerescéncia € idéntica ao caso de dimeros. A tabela foi gerada por Dantas

(18, 50).
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célculos de circuitos hamiltonianos [17]. Uma das discussoes feitas por Dantas [50] é que
este comportamento parece ter relagdo com uma frustrag¢ao (ver Fig. 6.9) das cadeias que
nao podem preencher completamente a tira a menos de situagoes em que estas possuam
largura L que sao valores multiplos de M.

Figura 6.9: Possivel frustracao na tira de largura impar para dimeros.

Apliacao da matriz de transferéncia significa adicionar L sitios a tira, entao passar
de uma situagdo em que o ntmero de sitios é um miltiplo de peso molecular (valor M
inteiro) para um caso em que seja. Por exemplo, para dimeros em uma tira de largura
L = 5, a matriz de transferéncia deve ser aplicada 2n-vezes 72", onde n = 1,2,...
para que o numero de sitios seja par, o que possibilita preencher completamente a tira
de dimeros. A degenerescéncia dos autovalores ligados a dimeros em larguras impares,
sempre terd autovalores (—A, \) [18, 50|, que sdo iguais em médulo. Quando feito o
célculo dos autovalores de 72, entdao —\ — A. De uma maneira geral, quando a matriz de
transferéncia é aplicada « vezes, de maneira que tenha um nimero de sitios proporcional
ao peso molecular médio, entao os autovalores de mesmo modulo se acumulam sobre o
autovalor real positivo, como ilustra a Fig. 6.10.

Figura 6.10: Convergéncia do maior autovalor para o valor real positivo. A tabela foi
gerada por Dantas [18, 50].

No caso polidisperso utilizaremos aqui esta mesma regra para separar os subconjuntos
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{s}.} com os elementos que possuirem o mesmo fator & em comum. Se aplicarmos a-vezes

Tabela 6.2: Nimero e elemento de cada subconjunto associado a um M-mero. A tabela
foi gerada por Dantas [18, 50].

M-meros Numero de subconjuntos Elementos dos subconjuntos
M =2 2 {8,1} = {827847$6a"'7$14}

{8,2} - {83a S5, 875 -1y 513}
M=3 9 {5,1} = {837 S6, 59, 312}

{84} = {52, 54, 55, 57, 58, 510, 511, 513, S14 }

{s1} = {54, 58, 512}

M =4 3 {s5} = {s2, s, S10, S14}
{Sé} = {33, S5, 87, S9, S11, 813}
M=5 2 {s1} = {55,510}

{8/2} - {827 S4, S6, S7, S8, S11, 512, 513, 814}

{3/1} = {367 312}
o
M=6 4 {s5} = {53, 50}
{Sé} - {827 S4, 88, 510, 814}
{s4} = {ss, 57,511, 513}

M=7 9 {1} = {s7, 514}

/ _
{32} = {82, 53, 54, S5, 56, S8, 59, S10, S11, S12, 813}

{s1} = {ss}
{55} = {54, 512}
M =28 4
{s5} = {s2, s, S10, S14}
{321} = {33, S5, 87, S9, S11, 813}

{s1} = {s0}

M=9 3 {s5} = {s3, 56, 512}
{Sé} - {827 S4, S5, 87, 88, 810, S11, 513, 814}
0
M — 00 2 {81} = {82, S44586y +--y 814}

{8/2} - {837 S5y STy ey 513}

a matriz de transferéncia, a tira tera L« sitios e, portanto, seria de grande interesse para
nés que estes sitios fossem em ntmero multiplo de M. A equagao que determina o menor
valor inteiro de a para que isto seja verdadeiro é dada por

Lo = kM, (6.23)

onde k é um numero inteiro. Se adotarmos esta regra, teremos separado os valores de «
associados para cada um dos M-meros inteiros, definindo os elementos de cada subcon-
junto que podem determinar o valor de s, obtido a partir da extrapolacao mostrada na
tabela 6.2.
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Para valores de M n#o inteiros os valores da entropia obedecem a uma regra que é
bastante similar ao que é visto com M inteiro. Para um dado valor de M néo inteiro
contido entre os primeiros inteiros de M a regra para separarmos os valores de {s;} ¢
sempre utilizar o elemento de cada subconjunto associado a um M-mero do intervalo
inferior entre [M, M + 1], por exemplo, os elementos do valor médio de M = 5.814 serdo
os elementos dos subconjuntos de M = 5.

A extrapolagao pelos algoritmos descritos na subsecgao (6.2.1) é feita com um nimero
fmpar de pontos, com no minimo 3 (trés) pontos; o que de certa maneira inviabiliza a
extrapolacao de alguns dos subconjuntos. Para aqueles que possuam um nimero par
maior que trés, excluimos o primeiro valor, uma vez que estes sofre maior correcao de
tamanho finito.

6.4 Entropia para cadeias que preenchem completa-
mente a rede

Nas nossas discussoes desta seccao, iremos exibir em graficos como a entropia de cada
gas de M-meros varia com largura de tira L. As linhas tracejadas que aparecem nos
graficos sao ajustes destes pontos a um comportamento exponencial como previsto pela
equacao

S, = Seo + aexp(—fL), (6.24)

obtida utilizando a hipdtese de escala para tamanhos finitos. Como pode ser visto, em
alguns casos tal ajuste nao é possivel devido ao pequeno nimero de pontos disponiveis
nos subconjuntos. Em seguida estabeleceremos comparagoes com os resultados de outras
técnicas apresentadas nos capitulos anteriores.

6.4.1 Graficos da entropia para rede cheia

O comportamento da entropia, para varios valores de M, como funcao da largura de
tira L, exibe a separacao em subconjuntos de pontos que convergem separadamente para
o valor limite s,, de cada um dos M-meros em questio.

Alguns casos sao mais explicitos, como dimeros e trimeros, que apresentam apenas
dois subconjuntos; ja em tetrameros e hexameros existem mais de dois subconjuntos,
mas apenas um desses subconjuntos pode ser extrapolado, pois os outros subconjuntos
nao possuem um comportamento nao monotonico; no caso de pentameros e heptameros
existem também, assim como no caso de dimeros e trimeros, dois subconjuntos, mas
apenas um foi extrapolado. O tnico resultado exato disponivel para M-meros foi obtido
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Figura 6.11: Entropia de um gas de dimeros na rede cheia. A linha azul representa o

resultado exato [12, 13]. Os circulos pretos representam o subconjunto {s}} e os quadrados
vermelhos o subconjunto {s,}. As linhas pontilhadas sdo os resultados extrapolados.
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Figura 6.12: Entropia de um gés de trimeros na rede cheia. Os quadrados vermelhos repre-

sentam o subconjunto {s}} e os circulos pretos o subconjunto {s5}. As linhas representam
os resultados da extrapolacao.
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Figura 6.13: Entropia de um gas de tetrameros na rede cheia. Os circulos pretos repre-
sentam o subconjunto {s}}, os quadrados vermelhos o subconjunto {s,} e os diamantes
azuis o subconjunto {s}}. A linha representa o resultado da extrapolagao.
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Figura 6.14: Entropia de um gés de pentameros na rede cheia. Os quadrados verme-
lhos representam o subconjunto {s}} e os circulos pretos o subconjunto {s5}. A linha

representa o resultado da extrapolagdo para o conjunto {s,}.
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Figura 6.15: Entropia de um gas de hexameros na rede cheia. Os circulos pretos repre-
sentam o subconjunto {s;}, os quadrados vermelhos o subconjunto {s,}, os diamantes
azuis o subconjunto {s5} e os triangulos verdes o subconjunto {s}}. A linha representa o

resultado da extrapolacdo para o conjunto {s}}.
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Figura 6.16: Entropia de um géds de heptameros na rede cheia. Os quadrados verme-
lhos representam o subconjunto {s}} e os circulos pretos o subconjunto {s5}. A linha

representa o resultado da extrapolagdo para o conjunto {s}}.
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por [12, 13] como j& discutimos no primeiro capitulo, e a linha cheia azul serve para
demarcar o valor desta entropia.

Nos demais casos da entropia de cadeias polidispersas dirigidas (DW) nao existem
resultados exatos com os quais comparar com aqueles que obtivemos. No entanto, estao
disponiveis na literatura aproximagoes de cadeias monodispersas (na rede de Bethe [14],
rede de Husimi [14], expansao em série [15]) e de cadeias polidispersas (o caso unidimen-
sional [28] e as redes hierdrquicas de Bethe [30] e Husimi [51] ja discutidas também nos
outros capitulos).

6.4.2 Extrapolacao para o caso de rede cheia

Usamos o algoritmo de Shanks para implementar a extrapolacao dos valores da en-
tropia de um gas de M-meros adsorvidos numa tira finita, obtemos o valor limite s, da
entropia na rede quadrada completamente preenchida. Esta extrapolagao é feita com um
nimero fmpar de pontos de um dos subconjuntos {s7}. Com estas restrigdes nem todos
os valores podem ser usados na extrapolacao, de maneira que alguns subconjuntos nem
podem ser utilizados. Na tabela 6.3, mostramos o resultado desta extrapolacao para cada
M-meros onde foi possivel realizé-la, indicando o subconjunto utilizado.

s(pP=1)
?
|

0.4 -

02 \ \ \ \ \ \
2 3 4 6 7 8 9

5
Peso Molecular Médio

Figura 6.17: Entropia de M-meros como funcao do peso molecular.
O valor da entropia para dimeros na rede cheia, obtida nos trabalhos [12, 13] é s =

0.29156 que estd no intervalo de valores que encontramos com a extrapolacao dos dados
para ambos os subconjuntos do gas de dimeros.
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Tabela 6.3: Valores obtidos para a entropia polidispersa dirigida de rede cheia da rede
quadrada por extrapolagao.

M-meros subconjunto Soo erro
=9 {s}} 0.29198 0.00044
{sh} 0.29120 0.00071
i =3 {s}} 0.860785 0.000049
{sh} 0.860888 0.000025
{s1}
M=4 {sh} o o
{s4} 0.9043951 0.0000001
=5 {s} 0.87806 0.00046
{s5}
i
- s . .
M=6 {s4} 0.838918 0.0000006
{s}} 0.8390 0.0002
=7 {s1} 0.799654 0.000027
{s)} .
i =3 {s4} 0.76390 0.00095
{s}} 0.76353 0.00581
{s1}
M =9 {s4} . .
{s4} 0.73006 0.00188

Tabela 6.4: Comparacdo da entropia para gas de M-meros polidisperso na rede cheia
obtidos por diferentes técnicas.

M 1D [28] Bethe [30] Husimi [51] (SAW) [18] Dirigidas [52]

2 00 0.26162 0.2674 0.29120 £ 0.00071  0.29120 £ 0.00071

3 046209 0.88486 0.88521 0.41201 £ 0.00002  0.860888 £ 0.000025

4 047738  0.95902 0.95893 0.51486 +0.0045  0.9043951 + 0.0000001
5 0.44986  0.95653 0.95616 0.49917 +0.00091  0.87806 £ 0.00046

6 0.41700 0.93476 0.92905 e 0.839183 =+ 0.000006

7 0.38619  0.90831 0.9072 0.54770 £ 0.15301  0.799654 + 0.000027
oo 0.0 0.4055 0.4090 0.3869 £ 0.0004 0.0
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Para os outros M-meros s6 podemos comparar os valores acima com aqueles vindos
de outras aproximagoes para cadeias polidispersas [28, 30, 51|, como é feita na tabela
6.4. Note que a entropia calculada através da matriz de transferéncia é sempre maior que
os valores do caso monodisperso para caminhadas auto-excludentes (SAW) [18] exceto
para o caso de polimeros onde discutiremos este caso na ultima secao deste capitulo. Ja
em comparagao com as redes hierdrquicas de Bethe [30] e Husimi [51] os resultados sao
menores. O tnico caso em que nao foi verificado nenhuma diferenca foi para dimeros,
onde (z; — 0) reproduz o resultado obtido por Dantas e Stilck [18, 50].

Expondo o comportamento da entropia em funcéo do peso molecular médio M inteiro,
ver Fig. 6.17, encontramos um valor de M em que ocorre um maximo para a entropia.
Esse resultado como podemos ver ocorre para M = 4 idéntico ao obtido na aproximacao
de Bethe [30] e Husimi [51], para o caso polidisperso. Se compararmos este resultado
com o caso monodisperso [18], veremos que é o mesmo valor M = M = 4. No caso
monodisperso, a aproximacao de Bethe e expansao em série esse maximo ocorre para
M = 8 enquanto que na rede de Husimi encontramos o méaximo em de M = 7.

6.5 Entropia para cadeias preenchendo a rede com
uma densidade p

O caso geral consiste em calcularmos a entropia para qualquer fracao de preenchimento
da rede. Isto é feito, através da técnica de matriz de transferéncia, com o conhecimento
do maior autovalor da matriz e efetuado o célculo da Eq. (6.3). Assim como o calculo
anterior nos limitamos a uma largura maxima de L = 14. Mais uma vez lembramos que
este problema nao apresenta uma transicao de fases para cadeias finitas.

Uma vez determinada a matriz podemos obter seu maior autovalor e assim obter a
curva da entropia como fungao da densidade a partir da Eq. (6.3). A seguir mostraremos
as curvas da entropia como funcao da densidade para cadeias finitas.

Como mencionamos na se¢ao anterior, discutiremos o caso polimero separadamente.
Diferente do que foi obtido por Dantas [18, 50|, onde para caminhadas auto- e mutuamente
excludentes apareceu uma descontinuidade (proveniente da transi¢do de polimerizagao)
para larguras finitas que desaparece na rede quadrada, na caminhada dirigida e entropia
se anula no limite de L — oc.

Nas discussoes do Apéndice D, construimos as curvas da entropia como funcao da
densidade total de monomeros para tiras de algumas larguras L. Cada uma destas en-
tropias converge satisfatoriamente para o valor extrapolado da entropia de rede cheia.
Além disso todos elas apresentam um méaximo para uma dada densidade. No Apéndice
D, apresentamos estes resultados na tabela D.1.
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Figura 6.18: Entropia de um géas de dimeros com densidade p.
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Figura 6.19: Entropia de um géas de trimeros com densidade p.
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Figura 6.20: Entropia de um gas de tetrameros com densidade p.
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Figura 6.21: Entropia de um gas de pentameros com densidade p.
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Figura 6.22: Entropia de um gés de hexameros com densidade p.
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Figura 6.23: Entropia de um gas de heptameros com densidade p.
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6.6 Entropia de polimeros

Para finalizar, vamos discutir a entropia de um polimero na rede quadrada. Neste
caso, apesar de nao exitir nenhum valor exato na literatura, ha estimativas bastante pre-
cisas como as obtidas por Duplantier et al. [16] e Schmalz et al. [17] para caminhadas
auto- e mutuamente excludentes. Vamos calcular separadamente o comportamento ter-
modinamico de cadeias dirigidas no limite de polimeros, que corresponde a z, — 0. Na
Fig. 6.24 mostramos uma caminhada dirigida para uma tira de largura L = 4 e compri-
mento y com condicoes de contorno periédicas na direcao transversal e livres na direcao
longitudinal. A funcao de particao = pode ser obtida de forma exata para este problema.
Numa rede sem nenhuma cadeia temos que

Zo(L) = 1. (6.25)

A
\j

-3 +3 +3 -2

Figura 6.24: Duas possibilidades apenas em cada passo numa caminhada parcialmente
dirigida.

Vamos, agora, considerar o caso em que uma cadeia esta presente na tira, ilustrado
na Fig. 6.24. Assim como foi feito na definicdo da matriz de transferéncia, consideramos
a operacao de adicionar um novo conjunto de L sitios a rede. Observamos, entao, que
ao chegar a uma desses sitios por uma ligacao horizontal, poderemos ter de 0 a L — 1
ligacoes verticais antes da préxima ligagao horizontal. Caso o ntimero de ligagoes verticais
seja nao nulo, teremos ainda dois sentidos possiveis. Na Fig. 6.24, os ntimeros indicados
n=0,£1,£2,...+L—1 representam essas possibilidades, sendo que o sinal + corresponde
ao sentido para cima. O ntimero de particulas incorporadas a cadeia serd |n|+1, de maneira
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que para adicionar os L novos sitios a rede devemos multiplicar a fungao de particao por
Zi(14 22 + 222 + ...+ 22171 0 que leva ao resultado

= [f(z)]". (6.26)

(14 2 — 22077
S1(ai D) = [0+ 22+ 222 . 4 225" = lz( +2 ZZ)]

]-_Zi

A condicao de coexisténcia entre as fases nao polimerizadas e polimerizadas corres-
ponde a:

[1]
(1]

15 (6.27)

o que leva a condicao de coexisténcia
9u(zie) = 20+ zie — 2200 —1=0. (6.28)

No limite L — oo devemos considerar a fungao g(z;.) que para este problema é determi-
nada a partir da expressao

g(z) = ngr;OgL(zl) (6.29)

Vamos agora analisar Eq. (6.29) para alguns casos, sendo que nos interessa aqui o caso
em que z; > 0. Portanto, temos os seguintes intervalos a considerar:

242—-1 | se z<1
g(z)=<¢ 0 , se z=1. (6.30)

—00 , se z;>1

A menor raiz real positiva de g(z.) = 0 é z. = v/2 — 1. Podemos analizar também a
fungao de particao, dada pela Eq. (6.26), para esses intervalos. No limite L — oo, para
2. < z; < 1, o termo 2zF nao é relevante enquanto que para z; > 1 o termo que domina
é arazao f(z) = (—22/ — z;). Abaixo um resumo dos valores da fun¢ao de parti¢io no
limite bidimensional,

1 , ose 2 < 2
(Lgljj))y ,ose z. <z <1
2L , se z;=1
(221 , se z;>1

Uma vez obtida a fun¢ao de particao para esses intervalos podemos determinar a densidade
de monomeros que é dada por:
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oz 0=
- LyZ 0z
Para z; < z. é facil verificar que a densidade é nula. Para z. < z; < 1 a densidade pode
ser obtida a partir da expressao de = nesse intervalo,

p (6.32)

2 [zi(l + zi)r 1+ 22 — 322

P= LyEy 11—z (1—2)2
1 2;(1 4 22 — 322)
= — : 6.33
L 1— 22 ’ (6.33)

que também se anula quando L — oco. Para z; > 1 a densidade pode ser escrita como

p= (2;%2@4“(225)“ = 1. (6.34)

No limite bidimensional a densidade nesses intervalos pode ser resumida da seguinte forma:
0, se z <z

p= . (6.35)
1, se z>1

Podemos ainda verificar o comportamento da entropia nesses intervalos. Lembramos que
o potencial grande candnico é dado por

® = —kpTIn=. (6.36)

Assim podemos determinar a entropia calculando a derivada do potencial grande canonico
® com respeito a temperatura. Relembrando que z; = exp(u;/kgT), obtemos uma ex-
pressao para a entropia dada pela equacao

0P 1 0= (=2 lnz)
S T T T i S )
S = or ThenE ke T
=kpln= — Lypln z; (6.37)

podemos ainda escrever a entropia por sitio como

S 1
= =—In=Z—plnz. 6.38
kpLy Ly " p= (6.38)
Para z; > 1 a densidade é igual a 1 e a entropia definida pela Eq. (6.38) é dada por
s = € In(2zF)Y —Inz = 1 In2 (6.39)
Ly LT '

No limite L — oo temos

82



In2
s = lim — = 0. (6.40)

Vamos analizar agora o caso geral para uma tira de largura L qualquer. Temos a
condigao de coexisténcia para gr,(z.) = 0 e podemos determinar a densidade de monémeros.
Substituindo (6.26) em (6.32) temos

z 02 —2Lz/T'2(L+1)2b + 22 —22-1
p=———=7—= i XA ) ; (6.41)
Ly= 0z; L(z—1)(1+ 2z —2z1)
a entropia para caminhadas dirigidas no caso polimero pode ser obtida substituindo a Eq.
(6.26) na expressao (6.38) e assim reescrevé-la como

1 21+ 2 — 22F
s:zln [Z( —;Z—zz ZZ)} — pln(z). (6.42)
1 \
— L=2
— L=3
o8 | =4
— L=5
L=8
0.6 L=20
— =40
a
04
02|
0 | | | |

Figura 6.25: Curva da densidade de monémeros como fungao de & = z;/(1 + z;) para o
caso polimero com caminhadas dirigidas para varias tiras de largura L.

Para z; > z. tanto a densidade quanto a entropia sao nulas. Notamos que a curva
p(z;) é concava em z, < z, < oo para valores de L < 4. Para L > 5 hd um ponto de
inflexdao e a curva é convexa em z.. Isso explica a transicao em z; = 1 no limite L — oo.
A medida que L aumenta, o ponto de inflexao se aproxima de z; = 1 como mostra a Fig.
(6.25).

Como exemplo, podemos calcular a densidade e a entropia para uma tira de largura
L = 2. Pare essa tira a funcao de particao é dada por:
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onde na condicao critica z. = 1/2 e assim o valor da densidade é

14+4z. 3
= =-. 6.44
244z, 4 ( )
O valor da entropia correspondente a essa densidade é s, = 3In2/4 = 0.5198. Na rede
cheia p =1 a entropia s = In2/2, como pode ser visto na Fig. 6.26.

C

0.6 :
— =2
o5 |[— L=3 .
— L=4
— L=5
0.4k L=8
=20
pd — =40
gnoa—
(0]
02k
01 m
% ‘ 0‘2 ‘ 0‘.4 ‘ o‘e ‘ 0‘8 ‘ 1

Figura 6.26: Curva da entropia como funcao da densidade para o caso polimero com
caminhadas dirigidas para varias tiras de largura L.
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Capitulo 7

Conclusao

Obtivemos neste trabalho a entropia para cadeias lineares polidispersas finitas e polimeros
como funcio da densidade de mondémeros p e do peso molecular médio M em redes
hierarquicas e regulares com uma interagao de volume excluido. Consideramos um en-
semble de cadeias polidispersas determinadas por diferentes atividades ou fugacidades de
monoémeros internos z; e extremos z. sendo que esta atribuicao é usual em modelos de
polimerizacao de equilibrio ou living polymers [6, 7, 26].

No capitulo 3, obtivemos a entropia de cadeias polidispersas colocadas numa rede
unidimensional e comparamos nossos resultados com o caso monodisperso. Vimos que
a polidispersividade tem uma contribui¢ao importante no crescimento da entropia como
funcao de p e de M, onde esse excesso que é a diferenca entre a entropia polidispersa
e monodispersa, dada pela Eq. (3.9), é uma fungao linear da densidade de monoémeros.
Obtivemos também uma distribuicao exponencial do peso molecular concordando com os
resultados obtidos da aproximagao de Flory-Huggins [26]. Outro ponto importante é o
fato da entropia monodispersa se anular em ambos os extremos da densidade, ao contréario
do que ocorre em redes de dimensionalidade maior, pois na rede unidimensional existe um
nimero pequeno de configuracoes de rede cheia, o que faz com que a entropia por sitio se
anule.

Nos capitulos 4 e 5, discutimos o modelo de cadeias polidispersas sobre as redes
hierarquicas de Bethe e Husimi obtendo em suas solucoes exatas uma forma aproximada
para uma rede regular com o mesmo nimero de coordenacao ¢. Na rede de Bethe obtive-
mos a entropia de cadeias polidispersas como funcio de p e de M de forma exata, dada
pela Eq. (4.17), para qualquer nimero de coordenacao g sendo que no limite de ¢ = 2 o
caso unidimensional é reproduzido. Para p. = 0 o caso de polimeros infinitos é obtido,
e a expressao (4.17) é reduzida a Eq. (26) da referéncia [14]. Para p; = 0 a entropia de
dimeros também foi obtida. Para o caso de dimeros a entropia de rede cheia sy—2(p = 1)
¢ de 10% maior que o resultado exato [12, 13]. No caso monodisperso [14] o valor maximo
da entropia de rede cheia ocorre em octameros M = 8 enquanto que no caso polidisperso
esse valor maximo de rede cheia ocorre em sy_y577(p = 1) = 0.96228. O resultado da
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diferencga entre as entropias foi calculado sendo idéntico ao obtido no caso unidimensio-
nal. Encontramos também a distribuicao de pesos moleculares no caso polidisperso sobre
uma rede de Bethe e vimos que esta distribicao é também exponencial, independente do
nimero de coordenacao ¢ e idéntica ao caso unidimensao.

Nos resultados do modelo de cadeias polidispersas sobre a rede de Husimi ha algumas
diferencas se comparadas com a solucao na rede de Bethe. Na rede de Husimi a entropia
como funcao de densidade de mondémeros e do peso molecular médio M pode ser obtida
pelo conjunto de Egs. (5.15), (5.16), (5.22), (5.23) e (5.24) onde a primeira integral da
Eq. (5.25) pode ser calculada analiticamente, pois no limite de dimeros as equagoes de
ponto fixo sao exatas e para o caso geral a segunda integral é calculada numericamente.
O resultado da entropia de rede cheia para dimeros nessa rede se comparado com o
resultado exato na rede quadrada [12, 13] é 8% maior. Para o caso monodisperso [14]
o valor maximo da entropia de rede cheia ocorre em heptameros M = 7 enquanto que
no caso polidisperso estima-se que esse valor maximo de rede cheia ocorre préximo do
valor oriundo da solugao do problema da rede de Bethe como vimos na Fig. 5.8 e alguns
resultados mostrados na tabela 5.1. Vimos também que a entropia polidispersa como
funcao de p e de M fixo é sempre maior que o caso monodisperso para M > 2 devido as
flutuagoes nos pesos moleculares. Nao foi possivel obter uma expressao analitica fechada
para a diferenca entre essas entropias na rede de Husimi devido a nao-linearidade entre
as equagoes. Verificamos também que os resultados da entropia polidispersas na rede
de Husimi sao muito proximos dos valores oriundos da solucao do problema da rede de
Bethe. Na solucao da rede Husimi observamos que as distribuigoes dos pesos moleculares
médios nao sao exponenciais, para pequenos valores de M comparados com 4. Entretanto
para M > 4 (limite de polimero) um comportamento exponencial é observado, pois a
distribuigao dos pesos moleculares mostra em geral uma lei de escala desse tipo [29]. Por
fim, vimos que na rede de Husimi As(p, M, q) e nao linear em p, enquanto que na rede
de Bethe As®(p, M).

Finalmente, no capitulo 6 foi obtida a entropia de cadeias polidispersas dirigidas (Par-
tially Directed Self-Avoinding Walk-PDSAW) sobre uma rede quadrada, usando a técnica
da matriz de transferéncia. O calculo da entropia foi realizado sobre tiras de largura L
sendo que o conjunto formado pelos valores relativos a cada uma dessas tiras é extra-
polado para o resultado da rede quadrada através de técnicas baseadas na hipotese de
escala de tamanhos finitos (finite-size scaling). Esse modelo foi definido sobre uma tira de
largura L e comprimento y, com condi¢oes de contorno periédicas em ambas as direcoes
no plano (z,y). A matriz de transferéncia foi construida a partir do algoritmo de Derrida
[24]. Infelizmente nao foi possivel ir além da largura L = 14 pois 0 nosso maior problema
consistiu na restricao de memoria e do tempo computacional, dificultando a obtencao de
um maior nimero de dados para a extrapolacao. Entretanto, uma outra dificuldade apa-
receu ao longo do processo, pois os valores da entropia para tiras finitas foram agrupadas
em subconjuntos de acordo com as larguras. Nas extrapolagoes utilizamos uma regra que
é bastante similar ao que é visto com M = M inteiro. De certa forma, obtivemos resulta-
dos satisfatorios para cadeias finitas na rede cheia. Vimos que o valor para a entropia de
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rede cheia para dimeros concorda com unico resultado analitico obtido exatamente por
Fisher, Temperley e Kasteleyn [12, 13]. Apesar de nao termos outros resultados exatos
para compararmos com esta técnica, comparamos alguns resultados desse modelo com ou-
tras aproximagoes para cadeias monodispersas [14, 15, 18] e polidispersas [28, 30, 51]. Os
calculos da entropia de polimeros foram discutidos separadamente. Na Fig. 6.25, vimos
um comportamento concavo em z. < z < oo para tiras de largura L pequenas e a medida
que o valor de L aumenta ha um ponto de inflexao da curva sendo convexa no valor de z.
o que explica a transi¢ao em z; = 1 (fun¢do degrau) no limite bidimensional. Neste caso,
foi obtido também, uma expressao exata para a entropia com caminhadas dirigidas sendo
s o 1/L e que no limite de L — oo seu valor é nulo.

De certa forma destacamos aqui a eficiéncia da técnica de matriz de transferéncia e
ficam como perspectivas futuras implementar um algortitmo para caminhadas dirigidas
monodispersas e caminhadas auto- e mutuamente excludentes polidispersas bem como
inserir interacgoes entre os monomeros para considerar transicao de colapso de polimeros
e fazer com que o modulo deixe de ser atérmico.
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Apeéendice A

Campo médio ou teoria de
Flory-Huggins

Um modelo de um gés de rede [26] serve como um bom modelo para descrever uma
solugao de moléculas simples (monoémeros) imersas num solvente (sitios vazios da rede),
desde que as moléculas do solvente e do soluto sejam aproximadamente iguais em forma,
tamanho e estejam submetidas aos mesmos campos externos [3]. Esta semelhanga facilita
a contagem do nimero de estados I'.

J& para o caso em que o soluto é formado por cadeias de M-meros (dimeros, trimeros,
tetrameros,. .., polimeros) esta equivaléncia entre sitios ocupados (moléculas do soluto)
e sitios vazios (moléculas do solvente) nao é mais verdadeira, pois o tamanho da cadeia
pode ser ser centenas de vezes maior que a molécula de solvente. Entretanto, se a cadeia
¢ formada por M monomeros, cada um dos quais tendo o mesmo tamanho que uma
molécula de solvente, restabelecemos a equivaléncia do gas de monomeros, importante
hipétese para simplificar o célculo de I'.

O volume da rede (ntimero total de sitios) preenchidas por N, cadeias de M-meros é
dado por:

V =N, + N,M, (A.1)

onde N; é o numero de sitios desocupados, ou seja, de moléculas do solvente e N, o
numero de cadeias. Diferentemente do céalculo feito para o gas de monomeros, devemos
impor as cadeias o vinculo de que sao formadas por M unidades interligadas, como ilustra
a Fig. (A.1). Este vinculo implica uma mudanca na forma de contar os arranjos possiveis
para as N, cadeias em V sitios da rede. Para determinarmos o ntimero I', calculamos
quantas maneiras existem de se adicionar uma nova cadeia, supondo que ja existam ¢
cadeia distribuidas aleatoriamente na rede e, portanto V' — i M sitios desocupados.

Para inserirmos a ¢ + 1-ésima cadeia, escolhemos um sitio a desocupado para nele
depositar o primeiro monomero. O ntumero de formas de colocar um segmento unindo
o primeiro monomero ao segundo dependera de quantos sitios primeiros vizinhos de a
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estejam ocupados por alguma das outras i cadeias, como mostra a Fig. (A.2), onde ¢, o
numero de primeiros vizinhos ¢ igual a quatro. Se definirmos f; como a probabilidade de
que um sitio contiguo aquele ocupado pela cadeia i+ 1 esteja ocupado, entao o nimero de
possibilidades para comegar o primeiro segmento é (1 — f;). J& para o segundo segmento
este numero serd (¢q—1)(1— f;), uma vez que pelo menos um sitio adjacente estara ocupado
pela propria cadeia.
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Figura A.1: Segmentos de uma cadeia de polimeros na rede quadrada.
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Figura A.2: Possiveis maneiras de se inserir um segmento.

Nao é dificil generalizar o resultado para M mondmeros, de modo que o nimero total
de maneiras de inserir um M-mero em (V — iM) sitios desocupados é

vip1 = (V —iM)q(g — )M 72 (1 = fi)" (A.2)
Portanto, o numero I' de maneiras de se preencher a rede de V sitios com N, cadeias

indistinguiveis serd

1 M
r=—— Tl A3
QNpr! gv (4-3)

onde o termo N, evita a dupla contagem (configuragoes iguais), devido a indistinguibili-
dade das cadeias, e o fator 2™¥¢ evita a dupla contagem de uma cadeia que comeca em a
e termina em b e outra que comega em b e termina em a como ilustra a Fig. (A.3).

O valor de f; é que determinara a solucao deste problema e uma escolha muito simples
consiste em substituir f; por um valor médio f; definido como
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Figura A.3: M-meros equivalentes.

- V—-iM
- fi=
V
que se aproxima de uma definicao precisa de f; quando ¢ — oo, 0 que consite numa
aproximacao do tipo campo médio. Nesta aproximagao, o valor de (A.2) fica dado por:

(A.4)

g\ M1
que pode ser escrito como
g\M-t  (V—iM)!
1= [ — : , A6
o (v> (V —(i+1)M)! (A0
para, substituindo em (A.3), fornece o nimero de configuragoes,
| Np(M-1)
r— v (i) . (A7)
2No (V' — N,M)IN,! \V/

Assim, podemos agora calcular a entropia s(p), utilizando o limite termodinamico em
que V' — oo, mantendo constante a densidade p = N,M/V. Logo,

su(p) = ! li ln(%)

-— m
kB V—o00,p)=Np M|V

=1l - Lw Py (1- %) plig—1).  (A8)

Aqui podemos tirar algumas informagoes importante da Eq. (A.8). Para a entropia de
rede cheia sy/(p = 1) temos que:

M M M

cujo valor maximo ocorre para M = 2¢q, ou seja, para ¢ = 4 a Spax(p = 1) = 0.51129, o que
implica que para a rede quadrada completamente preenchida a maior entropia pertence
aos octameros, como pode ser visto na tabela abaixo.

SM(p:1):illl3+ <1—i) (Ing—1), (A.9)
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Tabela A.1: Entropia de rede cheia na aproximacao de campo médio para ¢ = 4.
M Campo Médio sy (p =1)

0.1931471806
0.3926846103
0.4630075660
0.4922936350
0.5050140157
0.5100755909
0.5112943610
0.5104924771

0 0.5086087160

= O 00 ~J O Ui Wi

Para o caso polimero, a entropia, dada pela Eq. (A.8), assume a forma

Soo(p) = —(1 = p)In(1 — p) + p(Ing — 1), (A.10)

cujo valor para a rede cheia é soo(p = 1) = (Ing — 1), ou seja, para a rede quadrada a
entropia de polimeros é s..(p = 1) = 0.38629 na aproximagao de campo médio.
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Apeéendice B

Entropia de cadeias monodispersas
numa rede de Bethe

Neste apéncide, descreveremos com detalhes e corregoes o célculo da entropia de ca-
deias flexiveis monodispersas sobre uma rede de Bethe [14]. Como vamos tratar cadeias de
mesmo tamanho é conveniente expressar a atividade ou fugacidade de mondémeros como
sendo z = exp(uf). Considerando uma arvore de Bethe com o nimero de coordenagao de-
finido por ¢ = 0 + 1, podemos obter as relagoes de recorréncia para as fungoes de particao
parciais do modelo numa sub-arvore, fixando a configuragao da raiz. Definiremos a fun¢ao
de particao parcial gy corresponde a uma configuracao da raiz sem qualquer ligagao vinda
de cima, g corresponde a situacao onde uma cadeia terminal é localizada sobre um dos
sitios raiz de o sub-arvores e no ultimo termo g; com 3 <17 < M sao as configuragoes das
raizes com uma ligacao vinda de cima, de uma cadeia com ¢ monomeros ja incorporados.
Assim, temos:

! o o— U(J B 1) o— =
Go =95 + 0298 "gu + =260 * D gi9m—j1, (B.1)
M-1
91 = 293 (B.2)
generalizando temos que
gr = 0295 gr-1, (B.3)

E conveniente escrevermos as relacoes de recorréncia em termos das varidveis R; = g;/go,
7=1,2,...,M — 1. Sendo assim temos

Ry =z/D, (B.4)

O'ZRj_l

D 7j:2737"'7M_1 (B5)

R; =
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onde

-1 M-1
D=1+ UZRM_l + %Z Z Rj_lRM_j. (B6)
j=2

Substituindo (B.4) em (B.5) obtemos o valor de ponto fixo R dada pela expressao
R = oRR; 4, j = 2,3,...,M — 1. Se introduzirmos uma variavel auxiliar & = o RJ,
temos R} = o’ /0. Das equagoes (B.4) e (B.6) obtemos uma equacao para a, que é dada

por:

—1
oz =a+ 2|1+ 2 (M —=2)|, (B.7)
o
lembrando que a soma
M-1
oMt =" M -1-2+1)=a (M -2). (B.8)
j=2

A funcao de particao do modelo sobre a arvore de Cayley é obtida pela operacao de
conexao de g sub-arvores. O resultado para funcao de particao grande conodnica é dado
por:

- _  q qg—1 Q(q - 1) q—2 N
==g0+azg0 gu+ TG0 DL Gigmje (B.9)
=2
Assim a densidade de monomeros p(z) é dada por:
d
o(z) = - 6(2)] (B.10)
onde
R
o(z) = ]\}Enoo N In=En(2). (B.11)

Derivando Zy(z) com respeito a z temos com um pouco de manipulagao algébrica que

g

P B.12
p(z) T3 (B.12)
onde
6= prart (B.13)
g

Se « é obtido resolvendo a Eq. (B.7), temos p também como fungao de z. Entretanto,
é mais facil fazer o célculo oposto e obter z como fungao de p. Da Eq. (B.7) temos

20a
202 — 2+ (0 — 1)M] aM’

z = (B.14)
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e eliminando z manipulando (B.13) e (B.14) obtemos por fim

a= {qM_QQC(’E_l)p}M. (B.15)

Substituindo (B.15) em (B.14) obtemos

e L N B (R 19
S q(11_p) (%pﬁ, (B.17)

onde a Eq. (B.17) é a expressao de z no limite do niimero de coordenagao infinito, ao qual
corresponde o resultado de campo médio. Entao, se z(p) é conhecido, a entropia pode ser
calculada resolvendo a integral

p
s(p) = = [ In(=)dp. (B.15)

No limite de dimeros (M = 2) temos

P. P 4 P P
5,0:—1—pln1—,0——ln—+—[1——]ln[1——] B.19
)=~ =pl1=p) - Fml S Ll |1~ (B.19)
e no limite de polimeros
_ q 2p

s(p)=—(1—=p)In(1 —p) —pln(qg—1) + 5P In|1-— ik (B.20)

Para o caso geral da entropia temos

s(0) = surto) + (1= ) ot (1= 3]+ (1= 57) o
TR TS R
e sur(p) = —(1—p)In(l - p) - ﬁ In QM/) + [1 - %] p(lng—1) (B-22)

¢é a entropia de campo medio.
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Apeéendice C

Entropia de cadeias monodispersas
numa rede de Husimi

Neste Apéncide, descreveremos com detalhes e corregoes, o calculo da entropia de
cadeias flexiveis monodispersas sobre uma rede de Husimi [14]. Novamente é conveniente
expressar a atividade ou fugacidade de monomeros como sendo z = exp(u3). Diferente
da rede de Bethe, obteremos as relagoes de recorréncia em tres etapas:

C.1 Dimeros

Vamos considerar uma arvore de Husimi com o 4+ 1 quadrados incidentes sobre cada
vertice, onde o é a ramificacao e o nimero de coordenacao é ¢ = 20 + 2. Obteremos as
relagoes de recorréncia para as funcoes de particao parciais do modelo numa sub-arvore,
fixando a configuracao da raiz. Definiremos aqui, go a funcao de particao parcial de uma
sub-arvore com nenhum dimero incidente na raiz e g; é a funcao de particao parcial de
uma sub-arvore com um dimero incidente sobre o sitio raiz. Assim, temos

gé] = (g0 + Zagg_l)?’ + 222930 + 223093"_191, (C.1)
g1 = 2[2g5 (g5 + 209§ ' 91)* + 22 g (C.2)

Definindo uma nova varidvel R = zo¢;/go, temos portanto

o 2ol a8 + 205 9" + ]} 3
(98 + 2095 )° + 222987 + 223093 g1

isolando g3° obtemos
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202%[(1 + R)* + 22

R = C.4
(1+ R)3+222(1+ R)’ (G-4)
e a equacao de ponto fixo é dada por:
202 + [20(1+ R)* — 2R(1 + R)]z* — R(1+ R)* =0, (C.5)
com a solucao para 2% dado por:
1
R(1+ R) o(1+ R) o*(1+R)|2
S L ) [ 1+ ——= )
z 5 7 + [1+ 2 (C.6)
A funcao de particao parcial é dada por:
E=g7" +2(0 +1)qugg, (C.7)

sendo que a densidade de monomeros, utilizando-se da nova variavel R, é escrita como

(c+ 1R

p(z) = T+ (ot DR (C.8)
substituindo (C.8) em (C.6) temos que
2p : 1
Z=ZMF 1—? [1+W]2, (Cg)
com
1 p 3
Tup = s C.10
) <Q> (€10
e
5 5 2 3
W:—<§—1>+ <§—1> +1 (C.11)

Portanto, a entropia como funcao da densidade pode ser calculada utilizando a ex-
pressao (2.24) obtemos com um pouco de éalgebra

s(p) = SMF(P)—F% <g —p> In <1_2?p> +g

—ié <g —p) In(1+W)— %ln(l—i—ZW—WQ), (C.12)
onde P
swr(p) = ~(1=p) (1 = p) = E 12— (©13)

¢é a entropia de campo médio.
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C.2 Polimero

Vamos agora construir as funcoes de particao parciais na rede de Husimi no caso de
polimeros. Definiremos as funcoes de particao parciais gg, g1 € go. A primeira representa
nenhuma cadeia incidente sobre o sitio raiz e a segunda e terceira representam uma e duas
cadeias incidentes, respectivamente. As relacoes de recorréncia para estas fungoes sao:

gy = G3 +2GoG1 + G, (C.14)
" —9 o—1 20—1 2 30-1
91 =202[95  g1(Go + G1) + 290" " 1Go + 2795 g1l (C.15)
9o = 022293 291 Go + 22937 241, (C.16)
onde ( D
_ oo — o
Go=gf + 0295 g2 + —5 % ’q7, (C.17)
Gy = 0?2957 %3, (C.18)
G = 0%z} g} (C.19)

Definindo as taxas Ry = g1/go € Re = g2/ go, teremos

ad+a+b+1
) - 2
it ot a3 +2ab+b’ (C.20)
bla+1)
/ —
= a3+ 2ab+ b’ (C.21)
onde
1 -1
a=—-—+0Ry+ MR%, (C.22)
z 2
b=o’Rj. (C.23)
A densidade de monomeros sobre o sitio central é dada por:
1 o oclc+1) , 4,
p=z |20+ Dglgs+2———97 92 ), (C.24)
onde
= o o oo +1 o—
== 91+1 +2(0 +1)g79s + Zggl 193' (C.25)
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Tabela C.1: Atividade critica z. para redes hipercubicas

‘ q ‘ MF ‘ Bethe ‘ Husimi ‘ Séries ¢! ‘ Séries ¢~ ‘ Result. Rigors. ‘
4 0.2500 0.3333 0.3425 0.3210 0.3526 0.3791 [23]
6 0.1667 0.2000 0.2013 0.1969 0.2053 0.2135 [24]
8 0.1250 0.1429 0.1432 0.1416 0.1450 0.1478 [25]
10 0.1000 0.1111 0.1112 0.1105 0.1122 0.1132 [25]

No limite termodinamico a densidade de monomeros é dada por:

o) = T (.20)
com
B=z(c+1)Rs + ZMR% (C.27)

2
Agora o ponto fixo das relagoes de recorréncia R} e R, podem ser encontrados numerica-
mente e uma vez a densidade de monomeros é calculada a entropia pode ser encontrada
resolvendo numericamente a integral

s(p) = — /Op Inz(p")dp'. (C.28)

Para as relagoes de recorréncia temos um fase nao polimerizada p = 0 com o valores de
ponto fixo Ry = Ry = 0 e com isso a Eq. (C.20) nos fornece a expressao ja obtida no
Cap. 2 dada pela Eq. (2.44). Um conjunto de valores criticos de z, podem ser vistos na
tabela abaixo, utilizando-se de algumas aproximagcoes ja mencionadas na Cap. 2.

C.3 Cadeias de tamanho M

Nesta seccao apresentaremos os calculos da entropia para cadeias de tamanho M
(M > 2 e finita). Como antes, a fungao de parti¢do parcial gy é corresponde a situacao
sem cadeia incidente sobre o sitio raiz e g;, com 2 < i < M, é a funcao de partigao parcial
de uma sub-arvore com cadeias ¢ monomeros incidentes sobre o sitio raiz. A funcao de
particao parcial gp; compreende que M monomeros incidam no sitio raiz de uma cadeia
sobre ela, além disso estas configuracoes correspondem a duas ligacoes de uma cadeia
localizada sobre a mesma que incide no sitio raiz. Com isso as relagoes de recorréncia sao
dadas por:

go = A® +2AB + C, (C.29)
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g1 = 2293 (A* + B), (C.30)

9, = 22[0g5 ' g1(A* + B) + 2957 A], (C.31)
g5 = 22[0g5 " 92(A® + B) + 2095” ' n A+ 2g57), (C.32)
g1 = 220(9§ " g5(A* + B) + 2095" 1 g2A + 2957 gl (C.33)
e sua generalizagao sera:
g; = 220095 gi_1(A* + B) + 2095 1 gi oA+ 22937 1 gi_3), (C.34)

comi=2>5,...,M—1,sendo A, B, C, D e E dados por:

A= agg
_ 1) M-
a=1+o0zRy_1 + %z Z R;_1Ryr—j, (C.35)
=2
B = bgy®
M-—-2
b= 2022RM72 + 0'222 Z ijlRM,jfl, (C36)
j=2
C = cg’
M-3
C = 2023RM73 + 0'223 Z ijlRM7j72, (C37)
=2
D = dgi°
M—4
d= 40’23RM,4 + 20’223 Z ijlRM,jfg, (C38)
=2
€
E = aeg)’
M—-3
e=c= 20‘Z2RM_3 + 0222 Z Rj_lRM_j_l. (C39)
=2
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Agora, as razoes das fungoes de parti¢ao parciais sao definidas por: R; = g;/go. Temos
entao

;o 2z(a® +b)
= 7 C.40
Va3 4 2ab + ¢ ( )
» 2z[0cRy(a® +b) + zdq]
— 41
F a3+ 2ab+ ¢ ’ (C.41)
, 2z[oRy(a® 4+ b) + 0zaRy + 2]
R, = C.42
3 a3 + 2ab + ¢ ’ ( )
R - 2z0(Rs3(a* +b) + zaRy + 22R1]7 (C.A3)
a3+ 2ab+ ¢
parad <1< M —2, e
, 2 o(a®+b _ 2 _ d
RMilz ZO'[RM Q(CL + )+3ZCLRM 3+ z RM 4]+CL6+ 7 (C.44)
a3+ 2ab+ ¢
onde
_ _ qlg—1) 4o &
== g8+ qzg8 g + ( 5 )298 2N gigm—j41s (C.45)
=2
e
5}
-7 .46
o) =1 (.0
onde
(-1
B=qz Ry + 5 > Rj_1Ru_j| . (C.47)
=2

O ponto fixo das relagoes de recorréncia dadas pelo conjunto de Eqgs. (C.40), (C.41),
(C.42), (C.43) e (C.44) podem ser encontrados numericamente e uma vez a densidade
de monomeros é calculada a entropia pode ser encontrada resolvendo numericamente a
integral (C.28).
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Apeéendice D

Curvas para a entropia em tiras

Neste apéndice mostraremos as curvas da entropia de cadeias polidispersas dirigidas
em funcao da densidade com o comportamento para algumas tiras que consideramos.
Nao foi possivel exibir na mesma figura todas as larguras, pois as curvas se sobrepoem
em muitos pontos onde tentamos ampliar os graficos em alguns casos. Observamos que
em muito casos as curvas praticamente coincidem, separando-se num determinado ponto
antes do maximo e a partir dai eles se agrupam segundo seus subconjuntos.

07 : { w I w w x *

08 | — =4 1

Figura D.1: Entropia de dimeros como funcao da densidade para algumas larguras.
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Figura D.2: Entropia de trimeros como funcao da densidade para algumas larguras.
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Figura D.3: Entropia de tetrameros como funcao da densidade para algumas larguras.
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Figura D.4: Entropia de pentameros como funcao da densidade para algumas larguras.
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Figura D.5: Entropia de hexameros como funcao da densidade para algumas larguras.
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Figura D.6: Entropia de heptameros como funcao da densidade para algumas larguras.

Para dimeros, por exemplo, as curvas referentes as larguras pares se acumulam sobre
as curvas relacionadas as larguras impares. Ja para tetrameros que possuem trés subcon-
juntos de valores, as curvas acabam se interceptando num certo ponto. Para polimeros,
ja discutido no Cap. 6, vemos que a medida em que a largura torna-se maior a desconti-
nuidade que é proveniente da trasicao polimérica tende a desaparecer.

Tabela D.1: Maximo valores da entropia como funcao da densidade.

M Ponto da p de maxima entropia Maxima entropia
2 0.64 0.66
3 0.81 1.04
4 0.83 1.06
5 0.84 1.03
6 0.84 0.99
7 0.83 0.95
8 0.83 0.91
9 0.83 0.88

Um outro ponto importante é relacionado com o valor do ponto da densidade p de
maxima entropia. Cada uma destas entropias convergem satisfatoriamente para o valor
extrapolado da entropia de rede cheia. No problema monodisperso [18] o valor da den-
sidade do ponto de maxima entropia ocorre para o caso polimero, ou seja, o valor é de
p ~ 0.79 enquanto que este valor para o caso polidisperso [52] ocorre para pentameros e
hexameros cuja o valor é p ~ 0.84. Outro ponto importante, também discutido no Cap.
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6, é o valor de maxima entropia spax(p). No caso monodisperso esse méximo ocorre para
tetrameros onde valor encontrado de méaxima entropia é sy.. ~ 0.74, ja o valor para o
caso polidispersa também ocorre para tetrameros e seu valor é de sy, ~ 1.06.
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