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Resumo

Investigamos a geragao de operagoes unitarias quanticas aleatorias sobre certos aspectos.
Mostramos que um determinado algoritmo de interagao de pares gera unitarios
pseudo-aleatorios e mostramos como esses unitarios podem substituir unitarios

completamente aleatoérios na implementacao de outros algoritmos quanticos, com
economia exponencial de recursos. Investigamos em detalhe como a interacao entre pares
afeta o tempo de convergéncia do algoritmo.

Palavras-Chave: Computacao Quantica, Unitarios Aleatorios, K-desenhos,
Pseudo-Aletoriedade.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Os numeros aleatorios tém um papel fundamental na teoria da informacao cléssica, onde
sao usados em intimeros protocolos e algoritmos. Entre os seus variados usos podemos
destacar os algoritmos que dependem de uma amostragem em um espago amostral muito
grande, algoritmos estocéasticos e protocolos de criptografia e seguranga |1, 2, 3, 4]. Feliz-
mente existem maneiras eficientes de obter ntimeros aleatérios com boa qualidade, ou seja,
existem geradores de niimeros pseudo-aleatérios que criam sequéncias quase indistinguiveis
de uma sequéncia realmente aleatoria [5]. Além disso, recentemente, algumas empresas pas-
saram a comercializar geradores de nimeros aleatorios produzidos diretamente por medidas
quanticas (por exemplo, pela passagem ou nao de um foton através de um divisor de feixe
balanceado). Pelo menos em teoria, estes nimeros sao de fato perfeitamente aleatorios,
algo que parece ser confirmado por diversos testes de aleatoriedade [6].

De maneira andloga, na teoria da Informacao Quéantica também é muito ttil dispor de
estados e operacgoes aleatorias. Entretanto, nesse caso nao temos a mesma facilidade para
gerar sequéncias de estados e operagoes pseudo-aleatorias, veremos adiante por que isso
acontece.

Essa dificuldade nos leva a avaliar mais cuidadosamente quais os recursos realmente
necessarios para cada algoritmo e protocolo que dependem de objetos quanticos aleatorios.
Como veremos adiante, muitas vezes é possivel realizar estas tarefas usando estados ou op-
eracoes que, sem ser perfeitamente aleatorios e independentes, sejam ainda suficientemente
aleatorios para a tarefa em questdo. Antes de mostrar como isso pode ser feito no caso
quantico, vamos ilustrar a idéia com um exemplo classico relacionado, onde observaremos
que nem sempre numeros totalmente aleatérios e independentes sao necessarios.



Exemplo: independéncia aos pares

Seja a sequéncia de bits aleatérios Y7, Ys, ..., Yi. Dizemos que ela é independente aos pares
se:
Vi, j P(Y; =y, Y; =y;) = P(Yi = v)P(Y; = ;) ,

onde P é a probabilidade de ocorréncia dos eventos. Note que esta propriedade nao exclui
a possibilidade de haver correlagoes entre conjuntos contendo mais do que dois bits da
sequéncia.

H& um método bem-conhecido que permite gerar deterministicamente, a partir de um
conjunto de n bits aleatorios aq, ..., a, completamente independentes, 2" — 1 bits Y; que
sao independentes aos pares [7]. Cada bit Y; é gerado da seguinte forma: escreve-se o indice
i em forma binaria (i € {0,1}"/{0}" ), e define-se

Y, = Zamim (mod 2) .

m=1

Para ver que Y; ¢ independente de Y basta considerar uma coordenada m em que %,, # jm.
Como um desses dois numeros vale 0, se a string a mudar nessa coordenada o valor de
apenas Y; ou Y; mudaré.

Assim, se a exigéncia de um algoritmo que utilize nimeros aleatorios for relaxada da
independéncia total para independéncia aos pares, ha uma economia exponencial do recurso
de aleatoriedade.

Um exemplo de um algoritmo deste tipo se aplica na seguinte situacao: considere um
grafol! G = (V, E), suponha que cada vértice x possa ser colorido com uma cor D(z) escol-
hida entre duas cores possiveis. Um problema interessante?, conhecido como o problema
de ‘maximo corte’, é: como colorir o grafo de modo a maximizar o ntimero ¢ de arestas
ligando vértices de cores distintas?

Uma estratégia ‘aleatoria’, na qual simplesmente se escolhe uma cor ao acaso para cada
vértice, produz em média

(@)= 3 B(D() £ D). (1)

(z,y)EE

pares adjacentes com cores distintas, ao ‘custo’ de |V| bits aleatorios. Por construgao,
porém, o mesmo valor de (c) é obtido se estes |V| bits sdo apenas independentes aos pares.

!Grafo ¢ uma estrutura G(V,E) onde V ¢ um conjunto ndo vazio de objetos denominados vértices e
E é um conjunto de pares nao ordenados de V, chamado arestas. Um exemplo de grafo é uma rede de
computadores onde cada computador é um vértice e cada cabo de rede ligando dois computadores é uma
aresta. Para uma introducao & fisica-estatistica dos grafos veja [8].

2Esse ¢ um problema NP-completo muito comum na literatura de algoritmos classicos [9].



Em outras palavras, o mesmo resultado pode ser alcancado com um custo exponencialmente
menor, de apenas [log,(|V|)]| bits independentes. Neste caso, a busca exaustiva por um
corte "bom"pode ser feita testando-se todas as 2/°82 VIl < 2|V/| possibilidades, o que mostra
que uma algoritmo deterministico linear pode achar um corte passando pelo menos |V|/2
arestas.

Estados quanticos aleatdrios

Suponha que um determinado protocolo de informacao quantica necessite em certo ponto
de um estado quantico puro aleatorio de n g-bits (veremos a seguir exemplos de tais
protocolos). Por ‘aleatério’, queremos dizer aqui um estado escolhido de forma uniforme
do conjunto de todos os estados possiveis. A pergunta é: serd possivel, na pratica, realizar
este protocolo?

Se for realmente necessario um estado completamente aleatério com n arbitrariamente
grande, a resposta é nao. O motivo é que o espaco de Hilbert é simplesmente grande
demais. Para alcancar com probabilidade uniforme todos os estados possiveis de n g-bits a
partir de um estado inicial dado, é necessario poder aplicar uma rotagao unitaria também
escolhida uniformemente (ou seja, a partir da medida invariante ou de Haar). Sabe-se,
porém, que para gerar (com precisao €) um unitario genérico de n qubits é necessario um

circuito contendo 3
QO 2™ log(1/e)
log log 2"

portas de 1- e 2- g-bits [ 1]. Em outras palavras, gerar um unitario uniformemente dis-
tribuido num espaco de dimensao 2" requer um niimero também exponencial de portas de
1- e 2-g-bits, o que é na pratica inviavel.

Veremos abaixo uma maneira de relaxar esse requisito em determinadas circunstancias,
e que nos permitird obter uma diminuicao drastica do nimero de portas de 1 e 2 g-bits
usadas.

1.1.1 Uso de 1-desenho em protocolos Quanticos

Um conceito central nesta dissertacao é o de um k-desenho qudntico [12]. Antes de definir-
mos formalmente o seu significado, é util introduzi-lo em sua forma mais simples com um
tipico problema de Alice e Bob dado em [13]. Suponha que Alice queira enviar um q-bit

3Nessa dissertacio usaremos a notacdo de ordem usada tradicionalmente na literatura da ciéncia da
computacdo [10]. Nessa notagdo f = Q(g) indica que, assintoticamente, f é inferiormente limitada por g.
Também usaremos f = O(g) (f é superiormente limitada por g) e f = O(g) (f & superior e inferiormente
limitada por g) .



para Bob de maneira sigilosa, encriptado de maneira que apenas ele possa decifrd-lo. Em
outras palavras, ela quer que qualquer espiao que porventura intercepte a comunicacao nao
possa obter qualquer informagao (classica ou quantica) atil. Para ndo destruir a informagao
contida no estado p, o protocolo de encriptacao de Alice deve estar restrito a operacoes
unitarias. Ou seja, antes de enviar seu estado pelo canal, Alice faz uma rotacao no estado
p e assim
prsp =UpU'.

Repare, entretanto, que se Alice usa sempre o mesmo unitario U, toda a informacao ainda
esta contida em p’, s6 que em outra base. Para ver isso repare que p e p/ tém os mesmos
coeficientes em bases distintas. A situacao muda se Alice escolher um unitéario aleatori-
amente a cada g-bit que mandar. Vamos ver o que acontece se ela escolhe um unitério
com probabilidade dada pelo ensemble(u(U)). Considere, por exemplo, que o ensemble
w(U) seja o de Haar('H), ou seja, distribuido sobre todos os unitarios de 1 g-bit de maneira
unitariamente invariante (H(U) = H(VU) = H(UV')), para qualquer unitario V. Nesse
€aso

p—p = /dH(U) UpUT (1.2)

mas repare que Vp'VT = p’ para qualquer V e portanto p’ = /2. Ou seja, Alice realiza um
unitario desconhecido para o espiao, e portanto para ele o estado parece completamente
misto. Se Bob nao souber qual unitario Alice aplicou, Bob também nao obteréa informacao
nenhuma. Uma maneira de contornar esse problema é Bob e Alice possuirem bits clas-
sicos aleatorios correlacionados, previamente compartilhados, de maneira que o unitario
escolhido seja parametrizado pelo bit classico.

Entretanto, esse protocolo com o ensemble H tem alguns problemas: para encriptar
um s6 g-bit Alice devera ser capaz de realizar qualquer porta de 1 g-bit, e além disso ela
devera possuir muitos bits cldssicos aleatoérios compartilhados com Bob para parametrizar,
até uma certa precisao, o unitario escolhido. Felizmente existe uma escolha diferente de p
que pode solucionar esses problemas. Considere que agora Alice usa 2 bits aleatorios (b; e
by), sem viés, e realiza o unitario 0% ¢%. Chame essa distribui¢dao de pp, p,. As vantagens
desse protocolo sao claras: s6 sao necessarios 2 bits compartilhados e a gama de portas
realizadas ¢ bem mais simples, entretanto:

ZZUQC olpotol =1/2.

21]1

Para ver isso basta calcular termos como
2

‘ZZ" 0| ool = = Z ol 10) (0] o7 =1/2 .

=1 j=1 j=1



Essa distribuicao é o que chamamos de um 1-desenho. Repare que ela nao é uniforme,
mas reproduz o mesmo valor para a eq. (1.2). Essa estratégia contém a esséncia dos k-
desenhos: podemos poupar recursos usando distribuicoes diferentes do ensemble uniforme
mas que reproduzem alguma propriedade ttil desta. Naturalmente, nem todas as pro-
priedades podem ser reproduzidas com um 1l-desenho como o apresentado nessa Secao.
Em particular um 1-desenho reproduz a média ou o o momento de ordem 1 do estado p en-
quanto um k-desenho reproduz um momento estatistico de ordem £ de p. Isso ficara claro
na proxima Secao onde veremos exemplos onde surge a necessidade do uso de 2-desenhos,
que serao o alvo central dessa dissertacao.

Em outra situacoes veremos que pode ser ttil obter desenhos de estados ao invés de
desenhos de unitarios. Repare ainda que o ensemble de unitarios p aplicado em um estado
fixo gera um estado que também é bem distribuido sobre o espaco de estados. Em particular
se it = H o estado vai para uma distribuicao que também é invariante por rotagoes, e se [
é um k-desenho de unitarios os estados gerados serao k-desenhos de estados.

1.1.2 Uso de 2-desenhos em Algoritmos Quanticos

Nessa Secao apresentaremos tarefas onde sera suficiente obter 2-desenhos para reproduzir
propriedades da medida uniforme. O primeiro protocolo visa estimar a fidelidade média
da implementagao fisica de uma porta légica. Abordaremos em seguida outros algoritmos
que exibem potencialidades do uso de 2-desenhos.

Estimativa da Fidelidade média com estados aleatorios

Um algoritmo quantico no modelo de circuitos corresponde a aplicacao de uma operacao
unitaria U em um estado inicial [¢)). Em experiéncias reais, sempre existem imperfei¢oes
que se traduzem na realizacao de um circuito diferente do almejado. Chamaremos a op-
eracao quantica efetivamente realizada de &, a qual pode ser em principio um mapa com-
pletamente positivo qualquer. Para o desenvolvimento de componentes que realizem com-
putagao quantica, é imperativo que possamos medir o quao bom é esse componente. Uma
medida que é frequentemente usada é a fidelidade [11]. Dado o estado |¢), a fidelidade
entre o estado desejado e o efetivamente gerado é

Fiyy(U.€) = F(U ) (0| U E([) (W) = (L[ UTE(w) (]) U o) -

Para medir o desempenho do dispositivo como um todo, precisamos tornar esta medida
independente do estado de entrada. Uma maneira conveniente ¢ calcular a sua média sobre



os possiveis estados de entrada:

F(U,E) = / (W UTE() () U [) dy.

Nesta equacao, a integral é tomada numa medida no espaco de Hilbert que é unitariamente
invariante (medida Fubini-Study). Assim, como na Se¢ao anterior, poderiamos resolver o
problema se fosse possivel obter o ensemble uniforme sobre unitarios H. Esta distribuicao
seria aplicada em um estado fixo(|0)) e o estado gerado seria dado pela medida unitaria-
mente invariante de estados. Podemos entao reescrever

F(UE) = / OIVTUTE(V |0) (0| VT) UV |0) dH(V). (1.3)

Queremos estimar F' experimentalmente, o que & primeira vista pode parecer requerer que
sejam realizadas tomografias nos estados £(V |0) (0| V). Fazendo isso, porém, o niimero
de experimentos e passos computacionais classicos para o pés-processamento é exponen-
cialmente crescente com o namero de g-bits [I1]. Podemos eliminar a necessidade da
tomografia de estados de duas maneiras. Vamos comecar com a maneira que é mais sim-
ples mas que exige um outro dispositivo capaz de realizar U com grande fidelidade. Nesse
caso podemos realizar o circuito descrito pela figura 1.1 e medir a projecao do estado final
no estado |0).

0) VI ERU VIHAE

Figura 1.1: Circuito para estimativa da fidelidade de processo.

Dessa maneira, probabilidade do resultado de uma medida projetiva no final ser |0) é

dado por
p= (0| VTUTEV|0) (0| VT) UV |0) . (1.4)

Comparando com a eq. (1.3) vemos que essa probabilidade é justamente a fidelidade média
da porta que queremos estudar. A média pode ser calculada por uma média simples com
‘r’ realizacoes e o erro na estimativa é O(\/%j), ou seja, nao tem nenhuma dependéncia com
o nimero de g-bits em que & age.

Como mencionamos anteriormente, porém, a geracao de unitérios aleatérios é em geral
ineficiente, e portanto novamente o algoritmo pode parecer inviavel de se realizar & me-
dida que o nimero de g-bits aumenta. Entretanto nota-se que algo similar ao problema
da eq. (1.1) acontece, ou seja, a probabilidade p depende de um polinémio de grau (2,2)

6



em (V,VT). Assim, ndo é necessario na verdade selecionar V a partir de uma distribuicao
completamente uniforme, mas apenas de uma que seja indistinguivel daquela no célculo
de médias de funcoes que sejam polindmios do grau desejado. Um ensemble com essa pro-
priedade é chamada de 2-desenho de unitarios (unitary 2-design). Formalmente, podemos
definir:

Definicao 1.1.1. Um 2-desenho de unitdrios é um ensemble de operadores unitdrios p
sobre o conjunto desses unitdrios tal que

/ U'MUNUTOUdu(U) = / U'MUNU'OU dH(U) , (1.5)

para quaisquer operadores lineares M, N e O e onde H € o ensemble uniforme(Haar).

E facil ver que qualquer distribuicdo que satisfaz essa definicdo sera suficiente para
calcular a média da eq. (1.4) sobre escolhas de V. Também é evidente que um 1-desenho
como o da Secao anterior nao é em geral suficiente para reproduzir o efeito da medida
uniforme na eq. (1.5), e a razdo é que agora é necessario reproduzir os momentos de
segunda ordem da distribuigao uniforme. Em geral definimos um k-desenho (de unitarios)
como uma, distribuicao sobre o conjunto de unitarios que tem os momentos de k-ésima
ordem iguais aos da distribuicao uniforme. Na Secao 2.3 introduziremos uma versao mais
formal desta definicao que nos serd mais util.

O protocolo que acabamos de apresentar parece conter um argumento circular: para
estimarmos a fidelidade F(U,&) do equipamento, parece ser necessario ja possuir uma
outra maquina capaz de realizar U' com alta fidelidade. Em realidade isto nio verdade:
mesmo uma maquina que realiza U de forma imperfeita ja basta. O ponto é que o erro
introduzido pela realizacio de UT imperfeita sera descorrelacionado do erro introduzido por
U, e por isso podemos ter uma cota inferior da fidelidade média. Esse argumento intuitivo
é justificado em [1].

Tomografia seletiva de processos (SEQPT) [15]

No algoritmo acima vimos como é possivel calcular a média da fidelidade de um processo.
Entretanto ela nao da nenhuma informacao sobre a operacgao £. Esse problema pode
ser atacado eficientemente com o protocolo proposto em [I5]. A estratégia do protocolo
SEQPT é mapear a tomografia num problema de estimativa de fidelidade média. E como
vimos esse problema pode ser solucionado eficientemente com um 2-desenho.

Seja a decomposicio de € em uma base de operadores unitérios { E,, } tais que Tr(E,, E! ) =
2" € Tr(Ep,) = 2"0,0(essa base pode ser formada pelos produtos de operadores de



Pauli, por exemplo):
S(p) = ZXmm’ mpE;/ .

mm/

Fazer uma tomografia deste processo equivale a estimar os coeficientes x.,/. E a tomografia
serd dita eficiente se puder ser realizada com recursos polinomiais em n. No protocolo
SEQPT cada Y, pode ser obtido de forma seletiva e independente. Vamos nos restringir
aqui aos termos diagonais ja que o procedimento é mais simples nesse caso, entretanto, note
o protocolo SEQPT nao esta limitado a esse elementos. Vamos supor que queremos ober
o elemento Xm,; entdo considere o canal quantico(E,,) gerado pela aplicagdo consecutiva
do canal que queremos estudar(E) e do conjugado do m-ésimo elemento da base(E] ) . A
fidelidade média desse canal, em relagao a identidade, é dada simplesmente por:

2" mm 1
Ful€ns) = [ W1 ELE0) (01) En ) d0 = 22202

A prova desse resultado é simples e decorre diretamente das relagoes de ortogonalidade
da base e da identidade [16]:

TT[Ol]TT[OQ] + T?"[Olog]
(20 + 1)

/ (6101 [9) (9] O ) dp =

Ou seja, com esse circuito conseguimos mapear os termos diagonais da decomposicao de
& na fidelidade média de um processo simples. Como temos um jeito eficiente de calcular a
fidelidade média, podemos entao fazer a tomografia do processo de maneira eficiente. Um
circuito similar é capaz de mapear os termos nao-diagonais de £ em fidelidades médias e
assim podemos completar toda a tomografia. E claro que como o ntimero de termos de
& cresce exponencialmente com n, o processo de tomografia completo continua ineficiente.
A grande diferenca desse método é a possibilidade de calcular seletivamente os termos
desejados de maneira eficiente.

Emaranhamento “tipico” e codificacao super-densa

Mesmo para fungoes que nao sao (2,2) polinomios, o uso de 2-desenhos pode ser util. Por
exemplo: para estados puros de um sistema quantico bipartite, uma das mais titeis medidas
de emaranhamento entre as duas partes é a entropia de von Neumann

S(pa) = —=Tr(palnpa),

onde p4 é a matriz densidade reduzida de qualquer uma das partes [11]|. Sabe-se ha tempos
que, quando a dimensao n do sistema como um todo é grande, o valor médio de S sobre



todos os estados puros fica proximo do seu valor maximo possivel (ou seja, de Inny, onde
n4 € a dimensdo da menor parte) [17]. Em outras palavras, um estado ‘tipico’ deste sistema
deve ter um emaranhamento quase maximo.

Este resultado supoes que a média é tomada usando-se a medida unitariamente invari-
ante no conjunto de estados. Na pratica, mais uma vez temos de levar em conta que gerar
um estado distribuido de fato desta maneira requer uma quantidade de recursos que cresce
exponencialmente com n. Uma pergunta relevante entao é: serd possivel, usando ape-
nas recursos polinomiais em n, gerar estados que sejam ainda “tipicamente” emaranhados,
mesmo que nao sejam de fato completamente aleatorios?

Uma resposta positiva foi dada em [18], onde se demonstrou que estados distribuidos
de acordo com um 2-desenho também possuem emaranhamento ‘tipico’. Como a entropia
de von Neumann nao é um polindmio, esta conexao nao é 6bvia. Estes autores usaram
porém o fato de que

S(pa) = log, Tr(p%).

Como tr(p%) é uma fungao polinomial de grau 2 em p, seu valor médio tomado usando
um 2-desenho é o mesmo obtido com o ensemble uniforme - ou seja, quase maximo. A
desigualdade acima garante entao que o mesmo é verdade para S. Para mostrar explicita-
mente que o valor médio de Tr(p%) pode ser calculado com um 2-desenho vamos expandir
o estado global (|¢) (¢|) na base de produtos de Pauli, veja Se¢ao 2.2 para defini¢es e
propriedades dessa base, obtendo [¢) (¢ = >_pc (o xy.zyn 05 £(P) - Assim:

(Tr() = [ T(Tral) @)K
=2y (€0

P:Vj¢Ap;=0

(1.6)

onde aparecem os momentos de segunda ordem de em £(p). Para os detalhes veja [15].

Por sua vez, a geracao eficiente de estados quase maximamente emaranhados entre bi-
particoes é util para diversas outras tarefas. Um exemplo é o algoritmo de codificacao super-
densa alheia de g-bits (oblivious superdense coding of qubits), descrito em [19]. Recorde
que no protocolo usual de codificagao super-densa|l1| Alice utiliza um estado de Bell pre-
existente mais o envio de um g-bit para transmitir 2 bits de informagcao classica para Bob.
Da mesma forma, um total de 2n bits classicos podem ser enviados se Alice compartilha
com Bob n pares de Bell, e envia n qubits. Um aspecto importante deste protocolo é que
as acoes de Alice podem ser realizadas de forma ‘alheia ao seu conhecimento’, isto é, sem
que ela precise conhecer os bits exatos a serem transmitidos.



No protocolo de [19], o objetivo é enviar, com grande probabilidade, um estado [¢))
de 2n bits qudnticos para Bob utilizando os mesmos n pares de Bell previamente com-
partilhados, juntamente com o envio de n g-bits. Note que, ao contrario do protocolo de
teletransporte, aqui nao se permite o envio de informagao cléssica de forma ‘gratuita’, ou
seja, qualquer transmissao de informacao classica s6 pode ser feita por meio do envio de
mais g-bits, os quais também devem ser contabilizados. Neste caso, realizar esta tarefa de
forma ‘alheia’ revela-se impossivel, mas os autores de [19] mostram que ela pode ser real-
izada, probabilisticamente, quando o estado [1) é conhecido por Alice. Esta probabilidade
tende a 1 para estados maximamente emaranhados, mas é baixa para estados nao emaran-
hados. Sabemos porém que, aplicando-se uma rotacao aleatéria U sobre [¢), obtém-se
com grande probabilidade um estado quase maximamente emaranhado. Se Alice e Bob
compartilham também previamente niimeros aleatorios, podem usa-los para gerar o mesmo
U em ambos os lados, sem comunicagao. Assim, Alice pode transmitir U |¢), com grande
probabilidade, e Bob pode entdo aplicar UT para obter [1/). O problema com isso é que,
mais uma vez, para gerar um unitario U aleatério seriam necessirios recursos exponenciais
em n (tanto o tempo para gerar este operador, como o nimero de bits aleatorios que Alice
e Bob precisariam compartilhar para poderem escolher o mesmo U). No entanto, basta
na verdade que eles possam gerar estados quase maximamente emaranhados com grande
probabilidade. E para isso, como vimos acima, basta que U seja escolhido a partir de um
2-desenho, o que pode ser feito apenas com recursos polinomiais em n.

Além das aplicacoes acima de 2-desenhos, existem ainda diversas outras que nao de-
screveremos. Podemos citar entre elas a destilagdo de emaranhamento[20] , a criagao de
canais privados(private channels)[13], etc. Mais aplicagoes continuam sendo descobertas.

1.2 Circuitos Quanticos Aleatorios

Apesar das dificuldades de se gerar objetos quanticos perfeitamente aleatorios, uma amostragem
eficiente a partir de um k-desenho é algo possivel. No caso de k-desenhos para estados,
muitos autores deram construcoes, aproximadas ou exatas, que sao eficientes para um k
arbitrario. Em outras palavras, existem conjuntos de estados de cardinalidade polinomial,
tanto em n como em k, que sao k-desenhos (de estados) (1) [13].

Por outro lado, para construir um k-desenho de unitérios p precisamos que o proprio
circuito resulte em um operador unitario pseudo-aleatorio U, distribuido de acordo com
w(U). Até agora, nao foi encontrada nenhuma construgao desse tipo que seja eficiente
para todo k. O mais proximo que ja se conseguiu foi uma construcao recente baseada
em tensor product expanders 21|, a qual, para um dado n, gerava eficientemente um k-
desenho aproximado de unitarios para valores de k até O(n/logn). Outros autores também
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criaram construcgoes eficientes de 1- e 2-desenhos aproximados, usando técnicas que sao
especificas para esses valores de k. Vale lembrar que qualquer k-desenho de unitérios p
pode ser usado para gerar o k-desenho correspondente de estados, aplicando-se um operador
pseudo-aleatorio tirado de 1 a um estado inicial fixo. Entretanto, nem todos os k-desenhos
de estados precisam ser gerados dessa forma.

Nessa dissertagao nos analisamos um esquema particular para gerar operadores quan-
ticos pseudo-aleatorios através de circuitos qudanticos aleatdrios (CQAs) [22]. De maneira
geral, essa ¢ a classe de circuitos de n g-bits que resulta da aplicacao repetida de portas de 2
g-bits escolhidas aleatoriamente segundo um determinado ensemble. Mais especificamente,
definimos aqui um CQA como sendo um circuito obtido do seguinte algoritmo simples:

1. Escolha de forma aleatéria um par de g-bits (¢, j) a partir de um dado conjunto I" de
pares possiveis. Escolha ainda de forma aleatéria uma ordem para este par.

2. Aplique sobre esse par uma porta de 2 g-bits W;;, selecionada aleatoriamente de um
ensemble p sobre o conjunto de todas as portas desse tipo.

3. Repita os passos anteriores.

No primeiro passo acima, a escolha de I' deve refletir as condi¢oes geométricas ou
topologicas que porventura restrinjam a aplicacao de portas entre g-bits, como por exemplo
o caso de g-bits dispostos sobre uma rede regular de dimensao d e interagindo somente
com primeiros vizinhos. Tecnicamente, podemos enxergar I' como um grafo cujos vértices
representam os n g-bits e cujas arestas ligam os pares que podem ser conectados por uma
porta de 2 g-bits. Neste caso, em cada passo do CQA selecionamos de forma uniforme e
aleatéria uma aresta de I', e ainda uma de duas ordenagoes possiveis.

Grande parte das técnicas usadas nesta dissertacao sao independentes da forma de
I', desde que este seja um grafo conexo. Neste caso, pode-se mostrar por argumentos
bastante gerais de teoria de grupos que, se u tiver suporte nao-nulo num conjunto de portas
universais para computacao quantica, entao a distribuicao sobre os operadores unitéarios
de n g-bits resultante de circuitos desse tipo converge uniformemente para a distribuicao
de Haar [22, 23].

Por simplicidade, porém, a anélise detalhada de convergéncia que faremos no Capitulo
5 serd restrita ao caso em que I' é o grafo completo, ou seja, quando a escolha é uniforme
sobre todos os n(n — 1) pares ordenados possiveis. Esta é uma suposi¢ao razoavel se o
CQA for fisicamente implementado em uma arquitetura que permite a aplicacao direta de
portas de 2 g-bits entre qualquer par de g-bits (tal como armadilhas de fons, por exemplo
[24, 25]). Existem até modelos fisicos realistas onde tais circuitos surgiriam naturalmente
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(por exemplo, um gas de g-bits a alta temperatura interagindo através de colisoes de 2
corpos |26]).

Como ja foi dito acima, em geral a convergéncia a distribuicao uniforme levard um
nimero de passos exponencial em n para ser atingida com determinada precisao. En-
tretanto, comegando com o trabalho seminal de Emerson e colaboradores [22], diversos
autores usaram ferramentas numeéricas e analiticas para desvendar quais propriedades da
distribuicao de Haar podem ser reproduzidas usando um CQA com profundidade apenas
polinomial [27, 21, 18, 28 29, 30, 31].

Um importante avanco nesse estudo foi obtido por Oliveira, Dahlsten e Plenio [18],
que mostraram que pelo menos alguns aspectos do problema podem ser abordados ana-
liticamente usando-se ferramentas da teoria de cadeias de Markov classicas [32]|. Especi-
ficamente, esses autores estudaram a geracao, através de CQAs, de emaranhamento entre
subdivisdes bipartites dos n g-bits. Eles provaram que, apés no maximo O(n?) passos,
esse emaranhamento se torna indistinguivel daquele de um estado “tipico” de n q-bits
tirado da medida de Haar. A abordagem baseada em cadeias de Markov foi estendida por
Harrow e Low [27], que usaram-na para argumentar que um CQA gera um 2-desenho de
unitarios aproximado. Nesse trabalho eles analisam duas nocoes de 2-desenho de unitérios
e-aproximados: a primeira, baseada na norma diamante, que chamaremos simplesmente de
2-desenho aproximado e a segunda, baseada no twirling de canais quanticos, que chamare-
mos de 2-desenho de canal®. Eles obtém que depois de rodar o CQA por O(n(n+loge™1))
passos ¢ gerado um 2-desenhos de unitarios para ambas as defini¢coes. Eles ainda obtém que
o CQA com portas de 2 g-bits uniformes(U(4))® o tempo de convergéncia para 2-desenho
de canal pode ser melhorado para O(nlog(n/c)). Esses autores também sugeriram, sem
demonstrar, que CQAs poderiam gerar eficientemente k-desenhos aproximados para k’s
mais altos.

A anélise feita por Harrow e Low é intrincada, usando de forma sofisticada varias
técnicas da teoria de cadeias de Markov. Entretanto, como mostramos na Secao 5.1 dessa
dissertacao, o principal argumento deles (para o caso U(4)) esta na verdade incompleto,
faltando um ultimo passo nao-trivial. Um dos principais objetivos dessa dissertacao é
apresentar um argumento alternativo (e mais simples) que confirma o resultado e as escalas
de tempo de convergéncia para um 2-desenho de canal aproximado reivindicado na ref.
[27].

Também provamos diversas outras propriedades de CQAs, muitas das quais ja haviam
sido conjecturadas por outros autores, baseados em evidéncias numéricas. Primeiramente,
nds mostramos que essas escalas de tempo sao robustas a mudancas na escolha precisa do

4Essas definicoes serdo abordadas em detalhe na Secdo 2.4.
0 ensemble U(4) é formada com uma medida uniforme(Haar) por todas as portas de 2 g-bits.
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ensemble de unitérios de 2 g-bits p utilizada para gerar a porta W;; no passo 2 acima.
Escolhas diferentes de p foram utilizadas na literatura. Por exemplo: em [18], W;; foi
gerada aplicando-se primeiro portas aleatorias de 1 g-bit U; e V; em cada qg-bit, e a seguir
uma porta CNOT. Em [27], os resultados para a escala de tempo de convergéncia de 2-
desenhos citadas acima foram obtidos no caso onde W;; é um operador unitéario escolhido
uniformemente e aleatoriamente a paritr de U(4). Outras definigoes ligeiramente diferentes
também foram utilizadas [33]. Foi conjecturado [27] que, para essencialmente qualquer
ensemble 1 onde as portas emaranhantes tenham probabilidade nao-zero, deve-se observar
tempos de convergéncia de mesma ordem.

Nessa dissertagao nos tratamos tanto do caso de portas de 2 g-bits escolhidas uniforme-
mente como em [27], quanto do caso onde s6 esta disponivel uma tinica porta de 2 g-bits fixa
C' (nao necessariamente a CNOT), e portas de 1 g-bit escolhidas uniformemente. Vale notar
que, enquanto o primeiro caso ¢ matematicamente mais simples, o Gltimo é uma suposicao
mais razoavel na maioria das situagoes experimentais, onde em geral é dificil implemen-
tar uma variedade de portas de 2 g-bits diferentes. Mostraremos que, sob determinadas
condicoes, os dois ensembles de fato resultam na mesma escala de tempo de convergéncia,
como conjecturado em [27]. Além disso, no caso das distribui¢oes com “porta-fixa’, nos
conseguimos investigar a dependéncia detalhada da escala de tempo de convergéncia com
a escolha de C'. Nos também mostramos que, com a escolha correta de C', um CQA pode
de fato convergir ligeiramente mais rapido do que um baseado nas portas arbitrarias de
2 @g-bits. Isso confirma resultados numéricos obtidos em [28|. Mais ainda, nés podemos
mostrar que a convergéncia do ensemble gerado pelo CQA para um 2-desenho de canal
ocorre numa janela de tempo bem estreita, exibindo um efeito de cutoff. Essa propriedade
é uma caracteristica bem conhecida de muitas cadeias de Markov |31, 35, ?|, e foi observada
numericamente no estudo da convergéncia para o emaranhamento "tipico"em |[18].

Todas as escalas de tempo de convergéncia citadas acima assumem que cada passo do
circuito quantico aleatorio é aplicado em sequéncia. Entretanto, como cada passo afeta ape-
nas um unico par de g-bits, é natural questionar se algum ganho de escala pode ser obtido
por paralelizagao do circuito. Nos apresentamos fortes evidéncias analiticas e numéricas de
que isso de fato ocorre: se as portas forem aplicadas em paralelo, a profundidade do circuito
pode ser reduzida de um fator O(n). Entéo, o tempo necessario para a convergéncia para
um 2-desenho pode ser tao rapido quanto O(logn) o tempo de aplicagdo de uma porta.
Essa é, de fato, a convergéncia mais rapida existente na literatura. Ela é compartilhada
com o algoritmos proposto por [30] de mesmo tempo total e que necessita de O(nlog(1/¢))
portas de 1 e 2 g-bits mas que é, entretanto, especifica para 2-desenhos. Vale notar que
uma conjectura similar quanto a paralelizagao de CQAs foi também feita em [33], baseada
em outros argumentos heuristicos e também numéricos.
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1.3 Organizacao da dissertacao

Essa dissertagao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 2 introduzimos diversas ferramentas mateméticas e conceituais que serao
utilizadas ao longo da dissertacao. Embora a maior parte deste material nao seja original,
utilizaremos uma notacao diferente da de outros autores, a qual nos parece simplificar
consideravelmente a descricao e o entendimento dos calculos de diversos resultados.

No Capitulo 3 mostramos como a evolucao dos segundos momentos do CQA pode ser
mapeada num problema de cadeias de Markov, e derivamos a dependéncia dos coeficientes
desta cadeia em funcao do ensemble p utilizado para gerar as portas de 2 g-bits. O material
deste capitulo segue em linhas gerais o da referéncia [27], mas generalizando os resultados
para uma classe de ensembles que chamamos de ‘localmente randomizados’. A deducao
serd simplificada por meio da notacao introduzida no Capitulo 2.

No Capitulo 4 analisamos esta cadeia em detalhe e de varios pontos de vista. Em
particular, mostramos como ela pode ser reinterpretada como um passeio aleatorio cujas
caracteristicas gerais sao independentes do ensemble utilizado. Ainda, mostramos como
decompor a cadeia de uma forma que evidencia sua relagao com problemas do tipo Ising
classico.

No Capitulo 5 estudamos a convergéncia desta cadeia de Markov, buscando uma cota
para o seu tempo de convergéncia ao estado estacionario (ou ‘tempo de mistura’). Discu-
tiremos varias normas que tém sido utilizadas para medir a distancia da estacionaridade e
consequentemente o tempo de convergéncia. Explicamos onde o argumento da referéncia
|27] falha, e apresentamos a nossa abordagem alternativa, baseada na decomposi¢ao en-
contrada no capitulo 4. Com isso obtemos o tempo de convergéncia da cadeia de Markov e
obtemos as cotas de convergéncia a um 2-desenho aproximado segundo as duas diferentes
nocoes discutidas na Segao 5.7. Procuraremos ainda obter o resultado final usando uma
variedade de técnicas diferentes, entre elas a teoria de passeios aleatorios em grupos [36],
com a qual investigaremos a existéncia de ‘corte abrupto’ em parte da cadeia.

No Capitulo 6 consideraremos a possibilidade de paralelizacao do algoritmo com a
realizacao de mais de uma porta de 2 g-bits no mesmo intervalo de tempo, obtendo fortes
evidéncias de que é possivel ganhar um fator de ordem n no tempo de convergéncia.

No Capitulo 7 concluimos discutindo alguns problemas em aberto, entre eles a exten-
sao da andlise para os momentos superiores, e também a sua relacao com descobertas re-
centes na comunidade de cadeias de Markov acerca das propriedades de cutoff da chamada
dindmica de Glauber de cadeias tipo Ising. [37, 38]
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Capitulo 2

Ferramentas matematicas

Neste capitulo introduzimos varias ferramentas que serao tteis para a analise dos CQAs.
Iniciamos introduzindo um notacao analoga a de Dirac, mas aplicada a espacos vetoriais
formados por operadores. Prosseguimos relembrando algumas propriedades essenciais dos
operadores de Pauli e seus produtos tensoriais. Finalmente, discutimos a nocao de super-
operadores de twirl (giro), e sua relacdo com a defini¢do dos k-desenhos.

2.1 Notacao de Dirac para Operadores e
Super-operadores

Nosso CQA atua em um sistema quantico de n g-bits, com espaco de Hilbert H,,. Chamemos
de O,, o conjunto de operadores lineares em H,,. Como se sabe, O,, pode ser visto como um
espaco vetorial complexo, de dimensdo 2?". Nos representamos super-operadores lineares
atuando em O,, com letras maiusculas com um “chapéu” () sobre-escrito. Por exemplo:

Cx(A) = XAX' (2.1)

é o super-operador linear que mapeia, por conjugacao pelo operador X, cada operador A.
Quando trabalharmos com super-operadores, serd 1til introduzir a seguinte notacao
analoga a de Dirac:

e Um “ket duplo” |A)) representara um operador comum A. Em particular, o operador
densidade [1) (1| associado com o estado quantico puro |¢) sera comumente denotado

por [).
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e U “bra duplo” ((A] vai representar o funcional linear Tr(A'- ), que mapeia operadores
em escalares.

e Um “bracket duplo” ((A|B)) vai representar o produto escalar de Hilbert-Schmidt:
A- B =Tr(AB). Assim como com os brackets comuns de Dirac, é verdade que

(AlB)) = (BJA)". (2:2)

Quando tanto A quanto B sao Hermiteanos, o produto é real. Em particular, estados
puros [¢) normalizados no sentido usual, também o sdo com respeito a esse produto

(1) = Tr[w» Wl 1) <w|] 1 (2.3)

e Um “produto externo duplo” | A))( B| vai representar o super-operador linear [Tr(B'- )] A.

Assim, podemos identificar, como de praxe, |[A)(B| | X)) =|A)) {(B|X)) sem a neces-
sidade de parénteses. Pode se checar diretamente que todas as outras propriedades
familiares da notacao usual de Dirac também se mantém.

Apesar dessa notacao ser particularmente 1til quando trabalhamos com a natureza
vetorial dos operadores, ela pode se tornar inconveniente em expressoes que envolvem
produtos usuais de operadores (produto de matrizes). Nesses casos nos retornaremos a
notagao usual (sem kets) para operadores, isto é, escrevendo A em vez de |A)).

2.2 Base de Pauli

Uma base conveniente para O, é o conjunto de produtos tensoriais de operadores de Pauli
de 1 ¢-bit (a “base de Pauli”): |op) = |0p,) @ ... ®@|0p, ). Aqui, P = (p1...pn), Dj €
{0, XY, Z} e |Jpj >> sao os operadores de Pauli usuais de 1 g-bit. Essa base é ortogonal,
mas nao normalizada, sob a norma de Hilbert-Schmidt. As relagoes de ortonormalidade e
completude sao

(o5 log) = 2"054 (2.4)

> logh{op|=2"1 . (2:5)

p

Expandindo um operador densidade |p)) na base de Pauli, podemos escrever

) = 2*”/226(@ o) (2.6)
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onde os coeficientes numeéricos £(p) podem ser extraidos usando a eq. (2.4):

£(B) = 27" (o o)) - (2.7)

Em particular, o coeficiente do operador identidade |og)) é sempre

§(0) =272 (og o) = 27/ Te(p) =272 (2.8)

Como produtos de operadores de Pauli e operadores densidade sao ambos Hermiteanos, os
demais coeficientes sao sempre niumeros reais. Além disso, a soma dos seus quadrados é

Z E@ =27 (plog) (o5 o) = (plo)) = Trp? (2.9)

P

onde usamos eq. (2.2) e a relacao de completude (2.5).

Em particular, quando |p)) é um estado puro [¢)), os coeficientes quadrados £2(p) for-
mam uma distribui¢do de probabilidade sobre o conjunto {0, X,Y, Z}" [18]. Nas segOes
seguintes n6s usaremos vetores de probabilidade formados pela colecao desses 4™ nimeros
num vetor linha.

Para evitar confusao vale notar que, embora nesses casos o estado seja puro, as dis-
tribuigoes £2(p) sao sempre ‘mistas’, ou seja, tém coordenadas ndo-nulas sobre um con-
junto de vérios valores de p. Por exemplo, o estado |[0...0) tem operador densidade
[% (I + Z)}@m, e portanto seus coeficientes de Pauli ao quadrado sao iguais a 27" para
todos os strings p com p; € {0, Z}, Vi.

2.3 Super-operadores de twirl

Em protocolos de Informacao Quantica, frequentemente é util apagar informacao de forma
controlada, aplicando-se uma rotacao randomizada a um ou mais g-bits. Essa técnica,
conhecida como twirling, é conhecida ha bastante tempo, por exemplo foi ja utilizada nos
protocolos de destilacdo de emaranhamento bipartite de Bennett e colaboradores [20].

Formalmente, a forma mais simples de twirling é realizada aplicando-se (por exemplo,
a um operador densidade num conjunto de m g-bits) um super-operador da forma

GU() = /W W hdp(W). (2.10)

Nessa expressao, W é uma rota¢ao unitaria dos m qg-bits, e p(1¥) é uma medida de prob-
abilidade sobre o conjunto desses operadores. Nos referiremos a GS) como um “1-twirl de
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m qg-bits” (um ligeiro abuso de linguagem, ji que esse super-operador nao atua sobre o
espaco de Hilbert H,,, mas sobre O,,). Em muitas aplicagdes de twirling, onde se deseja
um apagamento completo de informagao, v é tomada como a medida uniforme (Haar) H.
Nessa dissertacao nés também faremos uso de twirlings sobre medidas de probabilidades
mais gerais.

Uma generalizacao ttil do conceito de 1-twirl é a aplicacao de rotagoes aleatorias cor-
relacionadas a k conjuntos idénticos de m g-bits. Formalmente, podemos definir o seguinte
super-operador:

GI() = / Wk Ok (2.11)

Nos iremos nos referir a isso, novamente com algum abuso de linguagem, como um “k-twirl
de m g-bits” (deve ser entendido que isso se refere a um super-operador atuando em O%F,
ou k copias do espago de operadores em m g-bits).

Podemos usar este conceito para dar uma nova definicao de k-desenho, um pouco
diferente mas equivalente a que vimos na Secao 1.5.

Definicao 2.3.1. O ensemble i1 € um k-desenho unitdrio exato se o seu k-twirl C?l(tk) re-
produz o k-twirl Ggf) gerado pela distribuicao uniforme H, ou seja, se

/ Wk WIokgu(W) = / Wk Wiekqn (W) . (2.12)

O ensemble p que satisfaz a eq. (2.3.1) pode ser usado em todos os algoritmos ap-
resentados na Secao 1.1. Essa defini¢do equivale a da eq. (1.5), ver Corolario 5.2.2 de
301,

Em secoes futuras nos iremos precisar de algumas propriedades de super-operadores
de k-twirl, a maioria das quais foram obtidas na ref. [27], Segdo 3. Abaixo apresentamos
as demonstra¢oes numa forma mais simples, explorando as propriedades convenientes da
notacgao introduzida na Secao 2.1.

Lema 2.3.1. Se |A) € O% ¢ um operador Hermiteano, entdo GAEL]C)|A>> ¢ também um
operador Hermiteano.

Prova: Imediata pela definicao (2.11).

Lema 2.3.2. Se p(W) = p(WT) para todos os operadores W € O,, entio Gfﬁ) é um
super-operador Hermiteano, e sua matriz na base de Pauli € real e simétrica.
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Prova: Considere o super-operador de “k-conjugagao” C’éﬁ) = Wk . W%k Usando a
propriedade ciclica do trago, assim como eq. (2.2), é facil ver que C‘(,SH = C’$)T Portanto

égm _ /C“‘(,fj) Tdu(W) = /éﬁdu(w) — /C‘gj)du(WT).

Quando p(W) = p(WT), isso é entdo igual a G*,(f) Dado isso, para a segunda afirmagao
) . . 2 (k) .
nés apenas precisamos mostrar que a matriz de GG’ na base de Pauli é real. Como os

operadores de Pauli sao Hermiteanos, isso ocorre diretamente usando a eq. (2.2) e o Lema
2.3.1.

Lema 2.3.3. Seja |I1)) € O%* qualquer operador de permutacio que permute k copias de
H,, entre elas proprias. Para qualquer escolha de medida i, |I1)) e o seu bra associado (I1|
sao respectivamente autovetores a direita e a esquerda do super-operador de k-twirl @Lk),
ambos com autovalor A =1, i.e.:

G |IL) = 1) ; (2.13)
(miGe = (2.14)

Prova: Pela definicao de operadores de permutacao, [H,W‘X’k] = 0. O primeiro re-
sultado segue substituindo-se isto diretamente em eq. (2.11). O segundo resultado segue

imediatamente no caso em que éflk) é Hermiteano, mas é de fato verdade para qualquer
G,(f). Para ver isso, note que, para qualquer operador |A)) € O%*,

(TGP |A) = / Tr [IWEFAWTEF] dp(W) = / Tr [WEFITAW ] dp(W)
— [ Te A (W) = Te 1] = (1)

onde, na primeira linha nés comutamos novamente Il e W®* e na segunda nés usamos a
propriedade ciclica do traco.

Twirling Uniforme

No caso especial onde p é a medida uniforme (Haar) H, a simetria rotacional leva a
propriedades adicionais para o super-operador de k-twirl G;’? |27]. Essas propriedades
estao ligadas a chamada dualidade Schur-Weyl, uma construcao para as representacoes de
produtos tensoriais do grupo linear que sao simultaneamente representagoes do grupo de
permutagoes [39].
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Considere novamente os operadores de permutacao |II)) definidos acima. Estes k! op-
eradores formam uma representacao do grupo de permutagoes Si. Considerados como
vetores, eles geram também um sub-espago vetorial Sy, = span {|II))} C O%*. O lema
2.3.3 significa que GA,S’“)S,W = Sk, para qualquer ensemble p. No caso do ensemble uni-
forme, porém, pode-se dizer mais (vide [27] para demonstragoes):

Teorema 2.3.1. [27] Os super-operadores Haar-twirl égf) sao projetores em Sk, .

Em outras palavras, G*gf) |V)) = 0 para todo operador |V)) ortogonal a Sy ,.

Na maior parte desta dissertacao, estaremos interessados particularmente no caso k = 2.
Vamos entao escrever uma expressao explicita para a matriz de ég) na base de Pauli,
usando o teorema 2.3.1. Para isto precisamos escrever os operadores |II)) nesta base.
Como k = 2, s6 ha dois operadores: a identidade |I)) = |og)) e o operador de transposi¢ao
(SWAP) |S)). Podemos entao usar

Lema 2.3.4. [27] Para qualquer dimensio d, o operador SWAP S entre dois sistemas
d-dimensionais pode ser escrito como

S:

QU=

d2-1
Y e (2.15)
p=0

onde {ay,} € qualquer base de operadores Hermiteanos e ortogonais com {(ay|ay)) = d .

Em particular, para dois sistemas de n g-bits, d = 2" e podemos tomar «,, = 0.

E importante notar que os operadores de permutacio |I)) e |S) nio sdo ortonogonais:
(I]S) = Tr(S). Uma base ortonormal {|v;))} para o subespaco Sz, gerado por esses
operadores pode ser construida usando o procedimento de Gram-Schmidt. Defina

S=2"S—1=> 0;00; =) 055 (2.16)
P#0 p#0

onde, na ultima equacao, n6s apenas simplificamos a notagao para maior clareza. Entao

{11y =0

i = {58 55 217

¢ uma base ortonormal, e pelo teorema 2.3.1

G =Dl - (2.18)
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Em outras palavras, a matriz de é%’ na base de Pauli é formada por dois blocos
diagonais: um 1 x 1 correspondendo ao projetor sobre |og)), e outro (4" — 1) x (4™ — 1),
sendo este ultimo a matriz com todas as entradas uniformes e iguais a

4n—1-

2.4 k-Desenhos de unitarios s-aproximados

O nosso objetivo nesta dissertagao é usar um CQA para gerar um k-desenho de n qubits.
Entretanto, a convergéncia do circuito para um k-desenho exato se dard apenas no limite
em que o numero de passos do circuito vai a infinito. Precisamos assim de critérios para
decidir quando é que ja temos um ‘k-desenho aproximado’ , ou seja, uma aproximag¢ao
suficientemente boa de um k-desenho exato. Nao h& uma tunica forma de fazer isso, a
escolha de qual é mais apropriada depende do fim pratico que se quer dar ao k-desenho.
Uma maneira é através de uma norma apropriada no espaco de super-operadores, por
exemplo a norma diamante [10], dada por:

Definicao 2.4.1. A norma diamante do super-operador G ¢

=supsup 1r (é ® Ldye (P)) ;

dauac p

G

i

onde dgy; € a dimensao de um espaco auxiliar e o sequndo supremo € tomado sobre todos
0s operadores positivos semi-definidos de trago unitdrio (matrizes densidade) no espago
conjunto.

Esta norma tem uma interpretacao operacional direta em termos da probabilidade
de distinguir fisicamente dois super-operadores. Mais especificamente: dados dois super-
operadores G e Gy suponha que aplicamos um ou outro sobre parte de um sistema (pos-
sivelmente de alta dimensado) preparado em um estado inicial p. Se fazemos entdao uma
medicao generalizada no estado de saida, entao a probabilidade de obter um dado resul-

Para o uso em algoritmos quanticos essa

tado final difere por no maximo Hél — @2
o

norma garante, por exemplo, que um k-twirl e-aproximado pode substituir um k-twirl ex-
ato quando este for usado como uma sub-rotina em certo conjunto de g-bits (os quais estao
em geral emaranhado com outros), com probabilidade no maximo ¢ de alterar o resultado
da computagao.

Podemos entao estender a Definicao 2.3.1 acima para:

Definicao 2.4.2. O ensemble p € um k-desenho unitdrio e-aprozimado se o seu k-twirl
fo) satisfaz

N

GE - G

m

<e. (2.19)

<
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Outra definicao, especifica para 2-desenhos aproximados, foi proposta por Dankert et
al em [30]:

Definigao 2.4.3. Seja p(U) um ensemble de operadores unitdrios. Entao esse ensemble é
um 2-desenho de canal c-aprorimado se

/ UAU pU ) U dp(U) — / VAV V) VIdH(V) °

< 7 (2.20)
onde a maximizacao € feito sobre todos os canais qudanticos A e d € a dimensao do espaco
de Hilbert (2" para n q-bits).

max
A
<

Em outras palavras, na definicao destes autores um ensemble p é um 2-desenho e-
aproximado se ele tem o mesmo efeito que o ensemble uniforme (Haar) quando usado para
realizar twirling em um canal qualquer. Essa definicao é menos rigida do que a primeira,
mas é suficiente por exemplo para garantir que o ensemble em questao possa ser usado nos
algoritmos discutidos na Secao 1.1.

Veremos no Capitulo 5 que um CQA necessita de menos passos para atingir um 2-design
e-aproximado de canal do que no sentido mais rigido da Defini¢ao 2.4.2.

2.5 Nocoes de Cadeias de Markov

Nesta dissertacao usaremos técnicas da literatura de cadeias de Markov. Boas referéncias
incluem [11] e [32]; usaremos principalmente a nomenclatura desta tltima. Nessa Se¢ao
resumimos para fins de referéncia alguns resultados e definicoes que serao tteis, especial-
mente no capitulo 5.

2.5.1 Definicao

Intuitivamente, uma cadeia de Markov finita é uma evolugao probabilistica em um dado
conjunto finito de estados €2, na qual cada passo da evolucdao nao depende da historia
precedente. Assim, se o sistema estd no elemento z € €2, ele evolui em um passo para o
elemento y € 2 com probabilidade fixa P(z,y). Chamaremos a matriz P, cuja dimensao
¢ |Q] x ||, de matriz de transi¢ao. Note que, para preservar a soma das probabilidades,
esta deve ser uma matriz estocastica ou seja, a soma de cada linha vale 1.

Alternativamente, pode ser conveniente pensar nessa dinamica como uma sequéncia de
distribuicoes de probabilidades tomando valores em 2. Assim temos:

A0y =) v0(@) Pla,y)

e
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ou na notagao mais frequente na literatura de cadeias de Markov:

v =, Op

(Observe que, nessa convengao, v (z) é considerado um vetor linha, que multiplica a
matriz de Markov pela esquerda).

A diferenca da segunda para a primeira interpretacao é a seguinte: se o sistema evolui
a partir da condicao inicial X(® = 2z, na primeira interpretacdo, apos t passos vamos
encontrar o sistema num elemento z € €). Se repetirmos esse procedimento varias vezes, o
sistema pode evoluir para elementos diferentes, e poderemos calcular a frequéncia com que
cada elemento é atingido. Essa frequéncia é justamente a distribuicao de probabilidade da
segunda interpretacio vy = vy P,

2.5.2 Convergéncia a estacionariedade

Uma distribuicao 7 é dita estacionaria para P quando satisfaz a equacao m = wP. Esta-
mos interessados em matrizes de transi¢ao que possuem distribuicoes estacionarias tinicas,
que sao atingidos independentemente da distribuicao inicial. Abaixo definiremos certas
propriedades que sao importantes para que possamos garantir que a matriz de transicao é
desse tipo.

Uma propriedade bésica de muitas cadeias de Markov é a ergodicidade. Se uma cadeia
P é ergodica ela possui uma unica distribuicao de probabilidade estacionaria m, para a
qual qualquer condigao inicial v converge (ver Capitulo 4 de [32]), ou seja: vP' — .
Algebricamente, m é o tnico autovetor (a esquerda) de P com autovalor de moédulo 1,
sendo todos os demais autovalores com moédulo < 1.

Uma condigao suficiente para uma cadeia ser ergodica (em espagos finitos) é quando
ela é irredutivel (ndo pode ser escrita como a soma direta de sub-cadeias independentes)
e aperiddica (nenhuma condi¢ao inicial leva a evolugdes repetitivas). Para provar irre-
dutibilidade de P, basta mostrar que, para quaisquer dois elementos p, ¢ € €2, havera uma,
probabilidade nao nula de transicao de p para ¢ apés um numero suficiente de passos, ou
seja: 3t tal que P'(p,q) # 0. Para provar aperiodicidade, é suficiente mostrar que, para
cada elemento p, hd uma probabilidade nao-nula da cadeia ficar parada em cada passo, ou
seja: P(p,p) # 0. Se uma cadeia é aperidédica mas nao irredutivel, entao pode-se dividir o
espaco de estados €2 em diversos sub-espacos, em cada um dos quais a cadeia é irredutivel.

2.5.3 Nocoes de tempo de convergéncia

Tradicionalmente, o estudo de cadeias de Markov se concentrou em suas propriedades
assintoticas, ou seja, no comportamento da cadeia para tempos grandes. Nos tltimos
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30 anos, porém, desenvolveu-se uma teoria capaz de responder também a questoes mais
precisas (e mais tteis na pratica) sobre o comportamento convergente das cadeias ainda em
tempos finitos. Mencionamos a seguir algumas das ferramentas principais usadas nestes
dois pontos de vista.

Tempo de mistura

Para estudos de convergéncia em tempo finito, é 1util introduzir a seguinte nogao de dis-
tancia entre distribuicoes de probabilidade.

Definigao 2.5.1 (Distancia de Variagao Total). Sejam v, 7 duas distribui¢oes de prob-
abilidade sobre um espaco finito 2. Definimos a sua distincia de variagao total (TV) de
duas formas equivalentes:

1
v = Tl = max p(4) = 7(A)] = 5 3 ple) — ()] (2.21)
zeQ

Esta distancia tem uma interpretacao operacional no cenario Bayesiano de teste de
hipéteses. Suponha que uma fonte (Alice) prepara um elemento a € €2 de acordo com uma
das duas distribui¢oes (ou hipoteses) v ou m, com probabilidade a priori 1/2 para cada.
Bob precisa distinguir qual das duas distribui¢oes Alice usou. Uma estratégia possivel é
da forma: para algum subconjunto A, se a € A escolha v; se nao escolha 7. Entao, com
a melhor escolha de A, a probabilidade de Bob acertar é (1 + ||v — 7||;,,)/2. Nao é dificil
mostrar que nao ha outra estratégia melhor.

Podemos usar esta definicao para obter uma nocao precisa de convergéncia de cadeias
de Markov em tempo finito. Se a distancia TV entre a distribui¢ao gerada apds t passos e a
distribuicao estacionéria for muito pequena, entao o estado do seu sistema é essencialmente
indistinguivel do estacionéario.

N

Defini¢ao 2.5.2 ( Distancia a estacionaridade). Seja v, = vy P' a distribuicao de
probabilidade obtida apos o sistema evoluir seqgundo a cadeia P a partir da condi¢ao inicial
vy. Seja m a distribuicao estaciondria de P. A distdncia a estacionariedade é
d(t) =sup ||y — 7l (2.22)
vo

onde o supremo € sobre todas as distribuicoes iniciais possiveis.

Observe que, com essa defini¢ao, garantimos a convergéncia mesmo no pior caso, € nao
apenas para ‘a maioria’ das condicoes iniciais.

A quantidade chave para entender a convergéncia de uma cadeia é o tempo necessario
para que d(t) fique pequeno. Esse tempo é chamado de tempo de mistura (mizing time).
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Definicao 2.5.3 (Tempo de Mistura). O tempo de mistura da cadeia P é

tmiop = min{t : d(t) < 1/4} (2.23)

O valor d = 1/4 usado nesta defini¢ao ¢ arbitrario, na verdade poderia ser qualquer
constante < 1/2. Isso se justifica porque pode se mostrar que

tmiep(€) = min{t : d(t) < e} < [logy(e™M)] - tniap - (2.24)

Gap espectral

Outra quantidade frequentemente estudada em cadeias de Markov é:

Definigao 2.5.4 (Gap espectral). Seja P uma cadeia de Markov ergddica. Nesse caso,
como vimos, s0 hd um autovalor igual a 1, e pode-se mostrar também que todos os demais
autovalores de P satisfazem 1 > X > —1. O gap espectral A € entdao a menor distdncia
desses autovalores a 1 (ou —1):

A= &Illgll{l —|\il} - (2.25)

A interpretacao do gap esta ligada ao comportamento assintético da cadeia. Essencial-
mente, para tempos suficientemente longos, todos as condigoes iniciais exceto a ligada ao
autovalor que minimiza o gap ja convergiram. Neste regime a cadeia converge a uma taxa
exponencial, ou seja a distancia para a distribuicao estacionaria decresce de forma aprox-
imadamente proporcional a e *2. Essa heuristica indica que o inverso do gap espectral
¢ um tempo caracteristico da dinamica das cadeias de Markov. A quantidade t,, = 1/A
também é chamada de tempo de relaxa¢ao. Uma nocao precisa que liga a convergéncia ao
gap é dada pela seguinte desigualdade' (Capitulo 1 de [11]):

by min(E) < %ln G) , (2.26)

onde to_;(€) = min{t : max,, |uP* — 7|, < e}. Note que distancia que aparece aqui nao
¢ a TV, mas aquela proveniente da 2-norma:

ly ==y =) (w(x) = m(x)* .

xT

Ivalida para cadeias reversiveis.
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De modo geral, é mais facil calcular o gap (ou obter cotas) do que o tempo de mistura.
Porém, como vimos acima, ¢ este ultimo que tem o sentido operacional que muitas vezes
se deseja quando se quer garantir convergéncia. Pode-se também usar cada uma dessas
quantidades para obter cotas para a outra. Por exemplo (Corolario 1.15 de [11]):

tmm(e)giln( ! > (2.27)

€ Tmin

onde T,,;; ¢ menor valor que a distribuigao estacionaria assume em todos os elementos do

espago 2. Ainda (eq. (4.13) de [11]):

A log(1/2¢)
>
1— A - tmix(g)

(2.28)

Ambas essas desigualdades nao sao uteis para a obtencao de cotas justas para o tempo
de mistura pois quando o tamanho do espaco de estados cresce exponencialmente com o
tamanho da entrada (n) (|| ~ (constante)™) , pois nesse caso Ty, < (constante) ™. Com
isso, ha um fator n adicional no tempo de mistura.
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Capitulo 3

Mapeamento da Dinamica do CQA em
uma cadeia de Markov

Neste capitulo analisamos a evolucao gerada, em média, por um circuito quantico aleatorio
do tipo descrito na Se¢do 1.2. Um fato crucial, ressaltado pela primeira vez em [18], é
que certos aspectos dessa evolugao podem ser mapeados em uma cadeia de Markov [32].
Como mostramos em detalhes no Teorema 3.3.1 abaixo, para que isso aconteca basta que a
distribuicao p da qual as portas de 2 g-bits WW;; sao sorteadas seja invariante por rotagoes
locais. Nossa discussao segue em boa parte a abordagem da ref. [27], onde estudou-se em
detalhe o caso em que = H é a distribui¢ao uniforme (Haar) sobre o grupo U(4) formado
por todas as portas de 2 g-bits (que pode ser substituido por um 2-desenho de 2 g-bits,
ver Segao 3.4 ).

No que se segue, estendemos esses resultados para uma classe mais ampla de dis-
tribuicoes, definidas na proxima Secao, as quais chamamos de distribuicoes “localmente
invariantes”.

3.1 Ensembles Localmente Invariantes

Se 1 é um ensemble qualquer sobre as portas de 2 g-bits, definimos sua versao localmente
randomizada (i, como sendo a aplicagao de uma porta extraida de p precedida e seguida
de operacgoes locais aleatérias em cada g-bit. Em outras palavras, cada porta W;; de um
CQA baseada no ensemble p;, tem a forma

Wiy = (U @ V))Cy3(U; ® V) ® Lipi s (3.1)
onde C;; é escolhida de acordo com o ensemble p, respeitando a ordenacao dos g-bits, e

onde U;, V;, U] e V] sdo portas aleatorias de 1 g-bit. Aqui “aleatorias” significa portas
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sorteadas do ensemble de Haar uniforme de 1 g-bit. Na pratica, pode-se substituir esse
ensemble por um k-desenho de 1 g-bit (veja Corolario 3.4.1 abaixo para detalhes).

Um conceito a principio ligeiramente diferente é de um ensemble localmente invariante,
definido da seguinte forma

Definicao 3.1.1. Um ensemble pi ¢ localmente invariante se (U; @ V))u(U; @ V;) = p para
quaisquer portas de 1 g-bit U;, V;, Ul e V.

E evidente que todo ensemble localmente randomizado é também localmente invariante.
Também é imediato ver que todo ensemble localmente invariante é a sua propria versao
localmente randomizada, de modo que os dois conceitos coincidem.

Um caso particular importante, que chamaremos de um ensemble porta-fiza, € quando
a porta C' é sempre a mesma, ou seja, quando u(C) = 06(C' — Cy). Nesse caso escreveremos
teo no lugar de pz,. Outro caso particular é o ensemble uniforme (3, que, por ser invariante
por qualquer rotagao, é também localmente invariante.

Pela eq. (2.11), o k-twirl resultante de um ensemble localmente invariante é

6;52(') = / Wik WPk dU,dUldv;dv]du(C) . (3.2)

Este 6 um super-operador atuando em OV @ OV @ . @ OY**)  Substituindo Wij
da eq. (3.1) e reunindo os termos contendo U;, V;, U, V/, podemos reescrevé-lo como uma
composicao de trés super-operadores

i1dg...0p F1d2- g

(3.3)

é um super-operador k-twirl de Haar atuando em (k copias de) um

Aqui, cada é(kzla?“ak
unico g-bit, e Céa abreviacao para o super-operador Co que realiza a conjugacao por C,
definido na eq. (2.1). Os indices indicam em quais g-bits cada super-operador atua.
Note que, como os super-operadores uniformes C;'gf) sao Hermiteanos, e como CA% = éc’r,
entao é(’? ¢ Hermiteano sempre que o ensemble original yu satisfaga p(C) = u(CT) (vide
ij
Lema 2.3.2). Em particular, para ensembles “porta-fixa”, @g)] ¢ Hermiteano se C' também

SO . :

for. De modo geral, entretanto G(L) ndo é necessariamente Hermiteano.
) J i
ij
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A simetria dos ensembles localmente invariantes se manifesta de duas formas comple-
mentares. Se A = A; ® A} e B = B; ® B} sao operadores unitarios fixos formados por
produtos de portas de 1 g-bit entao

i.  Qualquer ensemble localmente invariante p; tem o mesmo valor para portas que sao
equivalentes a menos de rotagoes locais:

prL(BWiA) = ur(Wij) ; (3.4)

ii. De forma semelhante, se dois ensembles pu, v sao iguais a menos de rotacoes locais
(u(C) = Br(C)A), entao suas versoes localmente invariantes serao idénticas:

pe(Wig) = v (Wy) - (3.5)

Em particular, duas portas fixas C, C' = BC' A que sejam iguais a menos de rotagoes
locais resultam no mesmo ensemble “porta-fixa’

peca(Wij) = pe(Wij) - (3.6)

Observagao: Na definicao de W;; dada acima existem duas etapas separadas onde portas
randomizantes de 1 g-bit sdo aplicadas (antes e depois de Cj;). Ambas sdo necesséarias
para que as simetrias enunciadas acima sejam validas. Essas por sua vez sao necessérias
em algumas das provas dadas em segoes futuras (veja o Comentario 2 da Se¢ao 3.4 para
detalhes).

Entretanto, quando realmente rodamos um CQA, s6 precisamos na verdade aplicar
uma das etapas randomizantes, desde que correcoes adequadas sejam feitas no inicio ou no
fim do circuito como um todo. Veja fig. 3.2.

Suponha que removamos (por exemplo) as portas U/ e Vj’ da defini¢ao de W;;, e que no
passo t do circuito aplicamos essa porta aos g-bits 7, 7. Sempre que, em tempos posteriores
(possivelmente diferentes) ¢ + k, t + | cada um desses q-bits for novamente selecionado, a
primeira coisa que fazemos com eles é aplicar neles uma porta aleatoria U; ou V;. Como
aplicar dois unitarios aleatorios independentes em sequéncia é equivalente a aplicar apenas
um, o resultado é o mesmo do que se tivéssemos de fato aplicado U] e Vj’ ao final do passo
t. Ha um pequeno detalhe: para gerar exatamente a mesma evolugao geral, precisamos
aplicar rotacoes aleatorias independentes em todos os g-bits, seja no inicio (se removemos
as portas U;, V; ) ou no fim (se removemos as portas U}, V} ) do CQA como um todo. Para
certas escolhas de C' a necessidade do passo do circuito onde sao aplicadas portas de 1
g-bit em todos os sitios é eliminada, ver 3.4.
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Passo 1 Passo 2 Passo 3

Figura 3.1: Circuito referente a uma possivel imple-
mentacao do CQA, com a defini¢cao original, onde as
rotacoes locais sao aplicadas antes e depois da porta
de 2 g-bits.

Passo 1 Passo 2 Passo 3
M— —1 -
a1 h

Uii

—

Ui

Figura 3.2: Modificagao do CQA original que s6 realiza uma
rodada de rotacoes locais por passo. Note entretanto a necessi-
dade da aplicacao de rotacoes locais em todos os g-bits no fim
do circuito.

3.2 Evolucao dos momentos da distribuicao de Pauli

A evolucao de um sistema de n g-bits sobre o qual se realiza o0 CQA pode ser pensada como
um passeio aleatorio do espaco de estados. Assuma, por simplicidade, um estado inicial
puro |¢g). Apos cada passo do circuito, podemos considerar que o sistema esta num outro
estado puro determinado pelo estado anterior e a operagao W;; escolhida naquele passo:

[Vir1) = Wi [dhr) (3.7)

Os coeficientes de Pauli destes estados (mais precisamente, do seu operador densidade |1y)))
podem ser vistos como variaveis aleatorias. Usando egs. (2.1), (2.6), (2.7), sua evolugao

30



pode ser descrita como:

(@) =27" Z (od Cowi, logh & () - (3.8)

Estaremos interessados nas propriedades estatisticas dessas variaveis depois de realizar
a meédia, em cada passo, sobre os possiveis W;; e todos os pares ordenados (,7). Essas
médias, que dependem da escolha da distribuigao pu, serao denotadas por ( )

e
Por exemplo, o valor médio de &.1(q) é

nn—l

<€t+1 (@)y = —F— £t+1 q_)dﬂ z])
275) /

= =T 2 2 e Gl o (& @), (3.9)

Z#J 12

onde CAT*,(AB é um super-operador de 1-twirl nos g-bits 7,5 (ver eq. (2.10)). Note que para
cada t, (§(q)), pode ser vista como os coeficientes de Pauli do operador densidade p,
obtido pela medla entre todos os caminhos possiveis do passeio aleatorio até o tempo t.

Ja que Gu” nao afeta outros g-bits que nao o par i,j, podemos escrever a equagao
acima como

<ft+1(‘j>> ZZ D)ijod)is O—Q'qu

z#J I

Opip; >> ft ﬁ) (3-10)

/M]

onde py;;, ¢i; denotam os vetores obtidos pela remogao das entradas i,j de p'e ¢. Vé-se
entao que, independentemente do nimero de g-bits no circuito, a evolucao da média dos
coeficientes em cada passo do C(%A depende apenas no elementos de matriz do super-
operator de 1-twirl em 2 g-bits (G,’) na base de Pauli.

Analogamente, os momentos de segunda ordem da distribuicao dos coeficiente de Pauli
depois de t + 1 passos do CQA sao

22n

<ft+1(ﬁf)ft+1(§’)>u = n(n — 1 Z Z 9q,q’ ‘GM] 557)) <ft(@ft(ﬁ’)>#
zsﬁj P’
- n — 1 Z Z p/l]p /wq/W’ q /z] << qlq]q;q; G 2 PzP]PZP] >> <§t(m€t(ﬁ,)>u
i#j P’

(3.11)
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Aqui usamos abreviagoes do tipo |oz4)) = |o) @ |oz), e

GO /W®2 WIS du(W;;) (3.12)

é um super-operador de 2-twirl operando em (duas copias de) um par de g-bits 7, j. Assim,
cada passo da evolucao depende dos 4* x 4* elementos de matriz de C;’,(f). Novamente,
entretanto, no caso de ensembles localmente invariantes, quase todos esses elementos sao
nulos. De fato, mostraremos no Teorema 3.3.1 abaixo que mesmo os elementos nao-nulos
restantes dependem de apenas dois parametros independentes.

Essas relacoes podem ser generalizadas para valores arbitrarios de k, embora seja cada
vez mais inconveniente escreve-las explicitamente. Colocando em palavras, o fato essencial
é que a evolucao dos momentos de ordem k dos coeﬁ(nentes de Pauli sao funcoes lineares
dos elementos de matriz do super-operador de k-twirl GM na base de Pauli.

3.3 Evolucao Markoviana dos momentos de segunda
ordem

Mostraremos agora como a evolugao média gerada por um circuito quantico aleatério fica
muito simplificada quando p é uma distribuigao localmente invariante (de agora em diante,
deixamos de usar o indice L. Todos os ensembles i que encontraremos serao localmente
invariantes exceto quando explicitamente assinalado).

Em particular, nos concentraremos na evolucao dos segundos momentos definida na
eq. (3.11). Como ja foi dito, em muitos casos essa evolugdo pode ser mapeada em uma
cadeia de Markov classica. Nossa prova generaliza a que foi dada em [27], onde mostrou-se
que esse resultado vale para o caso em que p é a distribuicao de Haar H sobre U(4). Aqui
estendemos esse resultado para todas as distribuigoes localmente invariantes (isso também
generaliza o caso especial, C' = CNOT, estudado em [18]). Para melhor ressaltar como a
nossa demonstracao generaliza a de [27], seguimos em paralelo tanto o caso geral quanto o
caso particular da distribuicao uniforme, o qual é mais simples.

Teorema 3.3.1. Se um CQA usa portas sorteadas de um ensemble localmente invariante
W, entao os momentos de sequnda ordem dos coeficientes de Pauli do sistema evoluem
sequndo

<§t+1(@§t+1(§/)>u =0z Z<§t 23» P.(p.q) , (3.13)

2
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o) (3.14)
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¢ uma matriz de Markov bi-estocdstica, i.e. uma matriz de niumeros reais e nao
negativos, que satisfazem

Y PFa) =) Pupd)=1. (3.15)

Em particular, observando que momentos com ¢ # ¢’ se cancelam:

Os vetores de probabilidade médios (€*(p)) evoluem sequndo uma cadeia de Markov
com matriz P,.

Observagao sobre convengoes: a eq. (3.13) estd escrita de acordo com as convengoes
comumente usadas na literatura de cadeias de Markov (veja por exemplo [32]), onde vetores
de probabilidade sao considerados vetores linha, que multiplicam a matriz de Markov pela
esquerda. Portanto, a defini¢io da matriz P, em eq. (3.14) é a transposta daquela que um
fisico usaria normalmente.

Prova:

A prova estd organizada em duas partes: inicialmente mostramos que, para qualquer
ensemble 1 (mesmo que nao seja localmente invariante), os coeficientes P,(p, ¢) definidos
na eq. (3.14) formam uma matriz de Markov bi-estocastica. Demonstramos em seguida
que, nos casos especificos dos ensembles localmente invariantes, os momentos com p # p’’
na eq. (3.13) se anulam quando tomamos a média.

Para mostrar que P, (7, ¢) é bi-estocastica, é suficiente verificar que isto é verdade para
cada uma das n(n — 1) matrizes

Puij (ﬁa (D =27 <<U§,1T| Gfﬁi |0-17,ﬁ>> = 2_4517/ij§'/ij <<O-Qin7Qin

cuja média forma P,(p,q) (vide eq. (3.14) ).
Primeiro somamos os elementos em cada linha:

Y P, =27 (0za G2 logs) = 272" (SI1GD) |ozg) = 272" (Slogz) = 1.
7

q

2(2)
G.E’“ij

Opip;j,pip; >> (3.16)

(3.17)
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onde [S)) = »_.|0z7)) é o operador de troca (SWAP) que permuta as duas copias do sistema
de n g-bits, e onde usamos os Lemas 2.3.4 e 2.3.3. As somas em cada coluna seguem de
forma semelhante:

Z iy (0.0) = 27" (07| GRS = 272" (fogqlS) = 1 (3.18)

Agora checamos que os elementos de matriz P, (p, ) precisam ser nao-negativos. Us-
ando a eq. (3.12):

(o7d G2 o) /Tr2 UunUpWT> dp(Wiz); - (3.19)

Precisamos mostrar que o traco do operador entre parénteses é um numero real. De fato,
usando a identidade Tr*A = TrAf e também a propriedade ciclica do traco:

Tr* [O'qWZJO'pWT:| =Tr [U@Wijaﬁwﬂ =Tr [VVUUPW ] Tr [anUUPWT] . (3.20)
Concluimos assim que P,,; (e P,) sdo de fato bi-estocasticas para qualquer ensemble .

Retornemos agora a demonstragdo da eq. (3.13). Comparando esta equacdo com a

q. (3.11), fica claro que precisamos apenas mostrar que os momentos com ¢ # ¢ ' se
Cancelam nos casos em que 4 € um ensemble localmente invariante. No que se segue, de-
notaremos o super- operador de 2-twirl GM e a matriz correspondente P, alternativamente
como G;jj (Py) ou GC“_ (P¢) nos casos particulares do ensemble uniforme e de ensembles
“porta-fixa”.

Comecgamos escrevendo os super-operadores de 2-twirl. No caso p = H, usando o
Teorema 2.3.1 podemos escrevé-lo explicitamente como o projetor

A(2) 1 ;
Gy, = 6 |000 00)) {00,00] + 210 Z |\t k)) € | | © Lqubits 4, 5 (3.21)
(1), (K'1")#00

onde os operadores de Pauli atuam nos q-bits (4171, i272).
De modo geral, para um ensemble localmente invariante u a eq. (3.3) fornece, no caso
k=2

2) _ (A2) A(2) A A A(2) A(2)
Gl(iz] - <GHi1i2 ® GHj1j2> (/ Ciljl ® Cinzdu(C)) (GHiliz ® GHjm) . (3.22)

O significado dessa expressao pode ser entendldo usando mais uma vez o Teorema
2.3.1: nesse caso, ele implica que o produto G y ® G%m é o projetor no subespaco
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4-dimensional de Oéim) ® Oémz) gerado pelo conjunto de operadores ortogonais:

{|IZ122 | ]1]2>> |IZ112 |Sj1]2>> Z1Z2>>| j1]2 ; |Si1i2>>|5j1j2>>}' (323)

Assim, G'(Q). representa a restri¢ao de [ (jml ® szdu(C) a esse subespago 4-dimensional.
Mostramos agora que tomar a média sobre a dlstrlbulgao w1 anula todos elementos da

matriz GW exceto quando ¢ = ¢’ e também p' = p’, ou seja:

(072/|GD o557 = 030:055 (074l G2 |o5s) - (3.24)

Para u = H o resultado é imediato: as eqs. (2.4) e (3.21) implicam que G‘g_?ﬂ logz) =0
se p' # p ' e analogamente <<0~~/|G =0se ¢ # ¢'. O caso geral segue de forma

semelhante: substituindo a eq. (2. 16) na eq. (3.23) e rearranjando a ordem dos g-bits,
podemos reescrever esta base nao-normalizada na forma

{! Vo) s Sl o) s Lot o) Z»om>>w>>} (329

k40 k0 k,l£0

Claramente, em cada um desses quatro elementos de base, um dado operador de Pauli
Oap que atua no par de g-bits 7;j; estd sempre emparelhado com o mesAmo operador de
Pauli atuando nos g-bits i5j2. Segue-se entao como acima que G(Zi)ﬂ_2 ® G |0~~/>> =0

se p# p’, e portanto GMJ op5) = 0se p# p’. Novamente, por um argumento analogo,
(oza/| G2 =0se d#4q". o

3.4 Comentarios sobre o Teorema 3.3.1

Nesta Secao apresentamos diversos corolarios e extensoes simples do Teorema 3.3.1. Ela
nao é essencial para o restante da dissertacao, e pode ser deixada de lado em uma primeira
leitura.

1. Usando 2-desenhos de 1 e 2 g-bits ao invés de unitarios distribuidos se-
gundo a medida de Haar.

Gerar unitarios distribuidos de acordo com os ensembles © = H ou qualquer outro
ensemble localmente invariante p; pode ser inconveniente na pratica. Como am-
bos estes ensembles supoem unitarios uniformemente distribuidos (de 1 ou 2 ¢-bits,
conforme o caso), fazer isto requer um aparato experimental com parametros contin-
uamente ajustaveis. Felizmente, esta dificuldade pode ser eliminada [18, 27]:
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Corolario 3.4.1. O Teorema 5.5.1 permanece vdlido se substituirmos os unitdrios
distribuidos sequndo a medida de Haar, necessdrios nas definicoes de H ou jir, por
2-desenhos de n =2 ou n =1 g-bits, respectivamente.

Em particular, podemos usar 2-desenhos discretos, como os descritos em [12].

Prova: No caso em que p = H, nao ha quase nada a provar: o resultado segue de

A(2)
Oy | G, Uﬁij,ﬁ;j,»
permanecem iguais quando trocamos H por qualquer 2-desenho de 2 g-bits. Para en-
sembles localmente invariantes u, a eq. (3.22) implica em
(2)

<<U‘Tij@§j Guz‘j Uﬁij’ﬁ;j>> -

= E : Qg,5,G5,555 %, <<U§ij’§;j ‘ / Ci1j1 ® Oizjzd:u(o)
j

forma direta da eq. (2.3.1), ja que os elementos de matriz do 2-twirl <<

I Lo o o 3.26
O-Tij:T;j>> aTij'réjvpij@;j’ ( )

’
TigsT 44

55,57
onde inserimos super-operadores identidade I = N > .,

TigT 45
<<Uﬁj77?§- G
J

N
_ A(2)
=N <<O-7"iv7"§ GHiliQ

1mos

(2) ~(2)
Hiyig ®G

2
Upi,p;>> <<0-7’j77’;- G Opj.p) >> (3.27)
Novamente usando a eq. (2.3.1), esses elementos da matriz de 2-twirl permanecem

inalterados se cada média local de Haar em p for substituida por um 2-desenho de 1
q-bit.

S Ly o oy
Oérijr i Pij-P ij

. Abandonando um dos passos randomizantes em /i,

Como foi dito no fim da Se¢ao 3.1, apesar de a definicao de pz envolver dois passos
separados onde portas de 1 g-bit randomizantes sao aplicadas, um deles pode ser
abandonado desde que seja aplicada uma correcao apropriada. Em outras palavras:

Corolario 3.4.2. O Teorema 3.3.1 continua vdlido para ensembles localmente in-
variantes fi;, mesmo se removemos um dos pares de portas (Ui, V;) ou (U], V]) da
definicao de Wi; na eq. (3.1). Isto pode ser feito desde que rotagoes aleatdrias in-
dependentes sejam aplicadas a cada q-bit no inicio (ou no fim, respectivamente) do

CQA inteiro.
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E interessante notar que ambos os passos randomizantes sao necessarios para a prova

do Teorema 3.3.1 funcionar: cada um leva a um dos super-operadores G ® G%m

na eq. (3.22). Seguindo o argumento apos eq. (3.23) fica claro que, em geral, ambos
0S passos precisam existir para que os cancelamentos entre valores diferentes de p, ¢
e p',q " ocorram na eq. (3.24). Por sua vez, isso é necessario para a evolugao dos
segundos momentos ser descritivel como uma cadeia de Markov.

Uma excecao ocorre para escolhas especificas de C, pertencentes ao chamado grupo
de Clifford, isto é, o conjunto de portas para as quais o super-operador de conjugagao
correspondente C mapeia o conjunto de operadores de Pauli nele mesmo, a menos
de um sinal: A

CClifford ‘O—ab» == |Ucd>> ) vUab- (328)

Exemplos bem conhecidos de portas desse tipo incluem CNOT, CZ e XY. Discutire-
mos este tipo de porta em mais detalhe nos exemplos da Secao 4.2.

Nesse caso, podemos remover um dos passos randomizantes do ensemble porta-fixa ¢
sem a necessidade de correcoes. Para ver isso note que, para tais portas de Clifford,
aplicar Cy,;, ® C,;, a cada um dos elementos da base na eq. (3.25) produz novos
operadores na forma ‘0“31» ‘0”]2 )). Esses operadores guardam a propriedade de
que um dado operador de Pauli 0,5, que age sobre os g-bits 7172, sempre acompanha
um mesmo operador que age nos ¢-bits j1j2. Consequentemente, se por exemplo
removemos as rotagoes (U], V]) da definicio de W;; na eq. (3.1), entao eq. (3.24)
continua se cancelando para p ' # ¢ ', mesmo que <<O'ﬁ/7q’/’GA(C%) # 0. Podemos
concluir entao que

Corolario 3.4.3. Para ensembles porta-fixa pc com portas de Clifford C', o Teorema
3.3.1 continua vdlido, sem corregoes, se removemos um dos pares de portas (U;, V;)

u (U}, V}) da definigao de Wi;.

Vale notar que os primeiros autores a reduzirem a evolug¢ao do segundo momento de
um CQA para uma cadeia de Markov [18] tomaram uma distribui¢ao pc precisamente
desse tipo, com C'= CNOT e sem as portas (U], V).

. Robustez do resultado e implicagoes praticas

Para aplicar na pratica um CQA baseado em um dado ensemble i, é necesséario poder
realizar experimentalmente todas as portas no suporte de p. A dificuldade ou nao
dessa realizacao em geral dependera da escolha de p. Por exemplo, para realizar o
ensemble uniforme gy é necessario ter a capacidade experimental de realizar qual-
quer porta de 2 g-bits, o que é algo muito dificil. Mesmo um 2-desenho de 2 g-bits,
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que como vimos pode ser usado no lugar do ¢, nao é tao simples, pois ainda requer
a capacidade de realizar diversas portas emaranhantes bastante distintas uma da
outra. Na maioria dos casos, implementacoes experimentais de processadores quan-
ticos procuram ser capazes de implementar diretamente um ntimero muito reduzido
de portas de 2-gbits especificas (por exemplo, apenas C' = CNOT ou Control-Z).
Para estes casos, ensembles tipo ‘porta-fixa’ seriam mais apropriados.

Nestas situacoes, é interessante o fato de que o Teorema 3.3.1 continua valido mesmo
se, ao invés de uma porta C' perfeita, gera-se um ensemble ¥ com um pico ao redor
de C'. Isto é justamente o que pode esperar se levarmos em conta erros experimentais
como por exemplo pulsos de radiacao cuja duragao ou intensidade podem variar com
alguma probabilidade. Em outras palavras, a obtengao de uma cadeia de Markov (e
as consequéncias que derivaremos disso nos proximos capitulos) sera robusta a pelo
menos alguns tipos de erros experimentais.
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Capitulo 4

Analise da cadeia de Markov Py

Neste capitulo analisamos em detalhe as propriedades da matriz de Markov P, obtida no
Teorema 3.3.1. Comecamos, na Secao 4.1, apontando varias simetrias e caracteristicas
gerais da matriz. Na Secao 4.2, utilizamos essas simetrias para obter uma descri¢ao sim-
ples do passeio aleatério correspondente a P,. Mostramos que este passeio tem sempre
a mesma forma geral, qualquer que seja o ensemble localmente invariante utilizado para
gerar as portas do CQA, havendo apenas dois parametros independentes que variam de en-
semble para ensemble. Na Secdo 4.5 simplificamos (‘reduzimos’) a cadeia, e obtemos uma
decomposicao da cadeia reduzida que mostra que ela é, essencialmente, equivalente a um
modelo tipo ‘campo médio’ combinado com transposicoes aleatoérias. Esta decomposicao
serd a chave usada, no proximo capitulo, para obter o tempo de convergéncia da cadeia.

4.1 Propriedades gerais da matriz de Markov

A eq. (3.14), juntamente com as eqs. (3.12) e (3.1), fornece expressoes explicitas, mas
aparentemente bastante complicadas, para os elementos da matriz de Markov P,(p,p ).
Na verdade, entretanto, grande parte da estrutura dessa matriz decorre de simetrias do
CQA e/ou dos ensembles porta-fixa e uniforme. Por exemplo, as cinco propriedades simples
de P,(p,p'') que se seguem sao consequéncias diretas da estrutura do circuito quantico
aleatorio, e sao independentes da escolha de pu:

1. Matriz esparsa: como cada porta W;; s6 conecta 2 g-bits, P,(p,p’') = 0 para os
vetores p, p’ que diferem em mais de duas coordenadas.

2. Invariancia da identidade: O operador densidade completamente misto do sis-
tema de n g-bits , [ = 2705, € invariante sob qualquer rotagao unitéria, incluindo, é
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claro aquelas geradas pelo CQA. No nivel de segundos momentos, isso implica que o
vetor formado pelos coeficientes quadrados &%(p) = 2_2"5175 também é invariante sob
cada passo do circuito. E portanto um autovetor (a esquerda) da matriz de Markov
P,(p,p') com autovalor 1. Normalisando esse vetor (ele ndo é normalizado, ja que
I é um estado misto), concluimos que o vetor de probabilidade £(p) = 05 € sempre
uma distribuicao estaciondria de P,.

3. Bi-estocasticidade: A matriz P, faz parte de uma categoria particular de matrizes
de Markov, a saber aquelas que sao bi-estocésticas (cujas colunas somam 1). Uma
consequéncia imediata disto é que o vetor uniforme 7 = (1...1) satisfaz 7P = 7, ou
seja é também uma distribuicao estacionaria. Veremos no préximo item que este e

(055) sao os tnicos estados estacionarios da cadeia.

Pode-se dizer bem mais ainda: por exemplo, o chamado Teorema de Birkhoff |13]
afirma que qualquer matriz bi-estocatica pode ser escrita como uma combinag¢ao
convexa de permutagoes. Heuristicamente, isto quer dizer que, em cada passo da
cadeia P,, qualquer vetor de probabilidade (£7(p)) ¢ mapeado em um novo vetor
(&.1(P)) = (€2(P)) Pu que ¢ ‘mais misturado’ que (¢}(p)). Esta idéia é capturada
de forma precisa pela relagdo de majoracdo (&%,,(9)) < (£2(9)) [13], a qual implica
entre outras coisas que a entropia de Shannon S = — ZZ z; Inz; é nao-decrescente
em cada passo da cadeia: S((¢71(p))) = S((§(p))). Pode-se esperar entdo que a
tendéncia da cadeia é de aumentar a entropia até seu valor maximo possivel, o qual
é atingido para a distribuicao uniforme de probabilidade. Isto é de fato o que ocorre,
excetuando-se a condigao inicial 0.

4. Invaridncia sob permutacoes de g-bits: Pela definicao do CQA dada na Secao
1.2, cada par de g-bits (i,7) que corresponde a uma aresta do grafo I' tem igual
probabilidade de ser escolhido, em qualquer ordem, como aquele em que a porta
W,; atua. Desta forma, as probabilidades P(p, ¢) devem ser invariantes sob qualquer
permutacao A dos indices de p, ¢ que corresponda uma simetria do grafo:

Plqi,- - @uiD1s - 0n) = Parq)s - -5 GAm); PAQ)» - - - PA())

Por exemplo, no caso em que qualquer par pode ser escolhido, correspondendo ao
grafo cheio, entdo A pode ser qualquer permutagao de (1...n).

Nos casos especificos dos ensembles localmente invariantes, existe ainda uma simetria
adicional que simplifica consideravelmente a anélise:

5. Invaridncia sob permutacoes de eixo de cada g-bit: Ambas as distribuicoes
de probabilidade ¢ = H e p = pe sao invariantes sob rotacoes locais independentes
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de qualquer um dos g-bits (veja eq. (3.4), que se aplica aos dois ensembles). Em
particular, elas sao invariantes sob permutacoes independentes dos eixos z,vy, 2z de
cada g-bit. Formalmente, isso pode ser visto escolhendo A;, A%, B;, B} na eq. (3.4)
como sendo operadores que mapeiam o conjunto de operadores de Pauli X, Y, Z nele
mesmo sob conjugacao.

Conclui-se que cada P, (¢, p), e portanto também P, (g, p), devam permanecer invari-
antes se qualquer um dos elementos p;, ¢; que sejam iguais a X,Y ou Z for trocado
por outro desses valores. Em outras palavras, os elementos de matriz P,({,p) so sao
sensiveis ao fato de p;, g; serem iguais a 0 ou nao.

4.2 Passeio aleatoério

Podemos entender melhor a cadeia de Markov P, mudando nosso ponto de vista para o
passeio aleatorio correspondente. Nesse caso, ao invés de seguirmos a evolucao de uma
distribuigao de probabilidade sobre {0, X,Y, Z}" fazemos em cada passo de tempo uma
transigao aleatéria de um ponto a outro deste espaco, sendo P,(p,¢) a probabilidade de
transicao do ponto p para o ¢.

Para ilustrar a idéia, examinemos primeiro o caso do ensemble uniforme p = H, e por
simplicidade assumindo ainda que todos os pares de g-bits podem ser escolhidos em cada
passo do CQA. Pela eq. (3.21), a matriz de Gf& na base de Pauli tem uma forma simples
bloco-diagonal, sendo um bloco 1 x 1 (correspondendo ao elemento 00, 00) e o outro 15 x 15.
Ambos os blocos podem ser escritos na forma %Fm onde F,,, é a matriz m X m contendo
todas as entradas iguais a 1. Podemos interpretar entao a matriz P, como representando
o0 passeio aleatorio com as seguintes regras [27]: dada a posigao p,

- escolha um par de coordenadas p;, p; de p’' de forma aleatéria e uniforme

- se p; = p; = 0, nao faca nada

- se (ps,p;) # (0,0), substitua o valor desta dupla por qualquer elemento de
{0, X,Y,Z}2/(0,0), com probabilidade uniforme para as 15 possibilidades.

Obteremos a seguir um algoritmo simples que gera o passeio aleatorio correspondente
para todo ensemble localmente invariante. Ele contém como casos especiais o procedimento
acima para o ensemble uniforme, e também a regra semelhante encontrada em [18] para o
ensemble porta-fixa com C' = CNOT.

Uma caracteristica importante do algoritmo geral é que, em decorréncia das varias
simetrias discutidas na Secao anterior, ele s6 tem dois parametros independentes a e b,
cujos valores dependem dos detalhes de cada ensemble. Assim, esses parametros contém
toda a informagao necessaria no célculo dos momentos de Pauli de segunda ordem.
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Teorema 4.2.1. Para qualquer ensemble localmente invariante p, a cadeia de Markov com
matriz P, € equivalente a um passeio aleatorio gerado pelo segquinte algoritmo: comegando
pelo ponto p, escolha o proximo ponto ¢ como se seque

1. Primeiro, escolha um par de coordenadas p;,p; de p de forma aleatoria e uniforme
dentre todos os pares presentes no grafo I'. Para todas as outras coordenadas k # 1, 7,
mantenha q, = pg.

2. Em seguida, escolha os valores para q;,q; da sequinte forma:

a) Se pi=p; =0 faca ¢ =¢q; =0
com probabilidade a, faca ¢ =1r,q; = 0;
b) Sep; =0,p; #0 entdo < com probabilidade b, faca q¢; =7r,q; = s;

com probabilidade 1 —a — b, faca ¢; =0,q; = r;

onde r, s sao escolhidos uniformemente e independentemente de {X,Y,Z}, e

3 A A

a= |:<<UXO,X0|G£L2) |oox.0x)) + (ooxo0x| G |UX0,X0>>] (4.1)
9 A A~

b= 3_2 [<<UXX,XX| G/(f) |(TOX,OX>> + <<UXX,XX| G}(LQ) |UXO,X0>>] (42)

¢) Se p; #0,p; =0 entio faca como acima, trocando os indices i < j
com probabilidade b/3, faca qi =r,q; = 0;
d) Se p;,p; # 0 entao ¢ com probabilidade b/3, faga ¢ =0,q; = r;
com probabilidade 1 —2b/3, faca ¢; =1,q; = s;
onde r,s sao escolhidos uniformemente e independentemente de {X,Y,Z}.

Prova: Comecamos reescrevendo eq. (3.14) de forma que fique explicita sua simetria
~ 1 A(2)
sob permutacoes dos indices de G;;:

2—271

1 ~ A
= _—E:_ Yl (2)
PP, q) = n(n—1) . 5 <<‘7q,q|Gum T Guji
7”]

O55) (4.3)

P, ¢ uma média uniforme das matrizes de Markov ]5%. = % (ij + Puji), onde P, é dado
na eq. (3.16). Para cada valor dos indices (i, j), os elementos de F,,; definem probabilidades
de transicao para um passeio aleatorio que so afeta as coordenadas i, j de p. Portanto, o
passo (1) do algoritmo esta justificado.
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Para verificar o passo (2), precisamos checar que a probabilidade de cada transi¢ao
pip; — qiq; possivel, de acordo com as regras acima, ¢ a mesma que aquela na cadeia de
Markov com matriz F,,.. Em outras palavras, precisamos checar se

]P)(Pipj - Qi(b‘) =2 <<O-Qin7QiQJ| (GEZ] GL2J)1> |0Pipj,pipj >>

1 .
T 32 (<<‘7qiqjvqiqj G Tp;pi pjpi >>) (4.4)

(na ultima linha reordenamos os indices da matriz e dos estados de base). Comparando
essa equagao com as eqs. (4.1) e (4.2), e levando em conta o nimero de possiveis valores
de r e s, vemos que as transigoes 0.X — X0 e 0X — XX no passo (2b) tém de fato
as probabilidades corretas. Todas as transicoes restantes podem ser levadas em conta
de forma semelhante, apelando-se para simetrias gerais da matriz de Markov }5 . Para
come(;ar 0 passo (23) segue do fato que, para qualquer ensemble i, |7gp,00)) € um autovetor

3(2)
Opipj.pipj >> + <<quqi,qjqi ij

de Gu - com autovalor 1. Isso é consequéncia do Lema 2.3.3, e também pode ser visto das
egs. (3.21) e (3.25). Portanto, {(04,q; 0| (foz + Guﬂ> |000,00)) se anula exceto quando

¢ =q; = 0.

Indo agora para os passos (2b)-(2d), primeiro notamos que, novamente pelo Lema 2.3.3,
{(00,00] éffg O pip; pip; >> = 0 exceto se p; = p; = 0. Isso explica porque nesses casos nao pode
haver transicao para ¢; = ¢; = 0. Além disso, a simetria de permutacao axial discutida na
Secao 4.1.4 implica que todas as probabilidades de transicao onde p;,p;,q ou g; sao # 0
devem ser insensiveis ao fato de essas coordenadas serem iguais a X,Y ou Z. Portanto,
no passo (2b) por exemplo, a probabilidade de p; = 0,p; = X trocar para ¢; = X,q¢; =0
deve ser a mesma que (digamos) a de p; = 0,p; =Y trocar para ¢; = Z,q; = 0. Segue que
todas as outras transi¢oes com probabilidades a e b no passo (2b) também estdo corretas.
As transigoes restantes no passo (2b) requerem

l1—a-— b =3- ]P(OX — OX) = 3% <<0'0X70)(|G1(12) |UOX,OX>> + <<UXO7XD|GLQ) ‘UXO,XO» (45)
mas isso é automaticamente verdadeiro ja que PMU é uma matriz estocastica com linhas
que somam 1.

O passo (2c) segue simplesmente da invariancia de F_’mj sob trocas de 1, j.

O passo (2d) é menos trivial. Segundo eq. (4.4), a probabilidade de XX — X0 deve
ser a mesma que XX — 0X, e igual a

1

3—2 «UXO,X0| éf) |UXX,XX>> + <<00X,0X| G,(?) \CTXX,XX» (4-6)

Cc
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Entretanto, as regras para o passo (2d) dao

P(XX — X0) = g = 3% [«Uxx,xx\ G ooxox) + {oxxxx|GY \Uxo,xo»] (4.7)
Se C:Yf?) é simétrico (e é o caso, por exemplo, para o ensemble uniforme e também para
ensembles porta-fixa com C' Hermiteano), as duas expressoes claramente concordam. Para
ensembles localmente invariantes em geral, entretanto, nao podemos garantir que CAT*,(E) sera
simétrico (veja Secao 3.1). Apesar disso, as duas expressoes acima sao ainda iguais, pela
seguinte razao: do Teorema 3.3.1, sabemos que P, & bi-estocéstica - logo o mesmo ¢é
verdade para P, .. Em particular, somando os elementos de matriz na coluna 0.X:

1
1= Z ui; (0X, pipj) = ~ 39 Z {{o0x0x] ( 2) + G(2 ) L)

pipj pipj
1 A
=35 (oox.ox| G
pipj
3 .
= 3—2 <<UOX,0X ’ G,(fg

Opip;.pipj >> + (o x0,x0] @ffj Opjpi.pjpi >>

o x0,x0)) + (0x0,x0| G,(Ez T0X0X )

+ o5 (oox0x] ég [o0x0x) + {ox0,x0] ég 0X0,X0))

32
+ 2 (ooxox| G2
32 00X,0X | 5

oxxxx) + {oxo, X0|G |UXXXX>>
=a+(l—a—0b)+9c

onde na tltima linha foram usadas as eqs. (4.1), (4.5) e (4.6). Logo, ¢ = b/9 para todos os
ensembles localmente invariantes. [

4.2.1 Exemplos

Vimos na Sec¢ao 2.3 que @g)” ®CA¥§21J_2 ¢ o projetor no subespago gerado pela base eq. (3.25).
Substituindo esse projetor na eq. (3.22) (depois de normalizar a base), e entdo nas eqs.
(4.1) e (4.2), obtemos depois de um pouco de algebra

= —/ Z Tr? [O’OJOO'kOCT} + Tr? [O'JOCO'()kOT] du(C) (4.8)
Jke{X,Y,Z}

b= 9_16 Z Tr? I:O-Z‘jCO-k;OCT] + Tr? [UijCUOkCT] du(C) (4.9)
ijke{X,Y,Z}

Vamos agora calcular essas expressoes explicitamente em vérios casos de interesse.
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Ensemble Uniforme

Nesse caso, ao invés de calcular a e b usando as eqs. acima, é mais rapido substituir
diretamente a eq. (3.21) nas eqgs. (4.1) e (4.2). Usando também a eq. (2.4), obtemos
a=1/5b=3/5[27]. E facil conferir que, com estes valores, o algoritmo geral do Teorema
4.2.1 se reduz ao caso particular visto antes.

Ensemble porta-fixa

No caso de ensembles porta-fixa pc, simplesmente ignoramos as integrais nas eqs. (4.8)
e (4.9). Podemos entdo encontrar expressoes fechadas para a e b usando o fato de que
qualquer porta de 2 g-bits C' é localmente equivalente a uma porta na “forma canonica’

[, 4]

Clax,ay,az) =exp (ilaxoxx + ayoyy + azozz]) | (4.10)

onde os parametros ay,xy e ayz sao nimeros reais.

Ja que mostramos na eq. (3.6) que portas localmente equivalentes geram o mesmo
ensemble porta-fixa, segue-se que os coeficientes a, b sao eles proprios invariantes por
rotacoes locais, e podem portanto ser escritos em funcao dos parametros ax, ay,az. De
fato, calculando os comutadores

[Clax,ay,az),00x £ 0x0] =2(ay Faz)(ozy £oyz)
[Clax,ay,az),0zy £oyz| = —2(ay Faz)(oxo £ oox)

podemos usar a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff e a simetria de eq. (4.10) sob
permutacao de X, Y, Z para reescrever as eqs. (4.8) e (4.9) como

1
a=z Z sen®(2a;) sen®(2a;) (4.11)
i#]
1
b= 3 Z sen”(2q;) cos?(2a;) (4.12)
i#j

Vale observar ainda que a “forma canoénica” dada pela eq. (4.10), ndo é unica, ou seja, o
mesmo operador pode em geral corresponder a conjuntos diferentes de coeficientes axy 7.
Este problema é reduzido em parte notando que esses 3 parametros podem ser restritos
a regido m/4 > ax > ay > |az| > 0 sem perda de generalidade |11, 16]. Entretanto
mesmo essa restricao nao é suficiente, de fato sabe-se que as propriedades nao-locais de
uma porta de 2 g-bits podem ser caracterizadas por apenas 2 parametros independentes
[16, 47], sendo um real e um complexo. E possivel, portanto, escrever a e b como funcio
de apenas 2 parametros, embora as expressoes sejam complicadas.
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Os valores de a e b tém que estar entre 0 e 1, de maneira a respeitar a desigualdade
a+b < 1. A estrutura do grupo de Pauli impoe restri¢oes adicionais, a mais importante é:

Lema 4.2.1. Para qualquer ensemble de porta-fixa pc, b < 2/3 .

Prova: A agao de C por conjugagao sobre um operador de Pauli é mapeé-lo numa
nova combinacido de Paulis. Seja Co40CT = Zij xf}azj; A = XY, Z. Defina ainda v4 =
Ziy#o(l‘f})? Como o super-operador associado a conjugacao por C' é unitario, v4 < 1.
Comparando com eq. (4.9) e usando eq. (2.4), vemos que o primeiro termo de b é igual a

1
6 ZA YA-
Agora, devido a estrutura do grupo de Pauli, as expansoes acima nao sao independentes:

: X z - X .z
CoyoCl =i E T 0 E L0kl =1 E T;;Xjg0i0k @ 0.0 .

ij ki ig,kl

Considerando ainda que a conjugacao preserva a hermiticidade, alguns termos da soma
acima terao de ser nulos. Em particular, se o;, 0, 0y, 0y sdo todos # oy, os termos resul-
tantes s6 podem existir se exatamente 1 dos o0 e 1 dos o;0; é igual a 09. Em outras
palavras, o produto dos termos que contribuem para vx com os que contribuem para 7z
nao contribuirao para 7yy:

v < 1-— Z (%)59055)2 =1-x7z,
e
Consequentemente
x+wt+rz<1l+yx+9z2—7xy72 <2,

e o primeiro termo de b é menor ou igual a 1/3. O mesmo argumento pode ser usado no
segundo termo de b concluindo a prova. [J

Vamos agora investigar varios casos especiais da porta C' que sao relevantes. Muitos
podem ser obtidos diretamente da ref. [18], que lista valores de axy,z para varias portas
interessantes:

1. Portas nao-emaranhantes

Lema 4.2.2. b =0 se e sd se C' é nao-emaranhante.

Prova: Da eq. (9) na ref. [18], um porta é ndo-emaranhante (i.e., mapeia estados
produto puros em estados produto puros ) se e somente se a; = 0 ou a; = /4 para
todo i = X,Y,Z. Esses casos correspondem respectivamente a portas localmente
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Tabela 4.1: Permutagoes induzidas por algumas portas Clifford sobre Paulis

CNOT XY
00 < 00 0X —-0X | Y7« XY 0000 |[0X «—YZ | XX« XX
X0—= XX |0Y «2ZY | XZ—YY X0=ZY |0Y «XZ | YY -YY
YO—=YX |02 =727 | ZX - ZX Y0 ZX 727 — 77
Z0 +— Z0 70— 07 XY «YX

equivalentes a identidade e a porta SWAP. Substituindo em eq. (4.12) conclui-se a
prova.

No contexto dos circuitos quanticos aleatoérios esse resultado pode ser entendido pelo
fato ja comentado acima que, para qualquer porta emaranhante C', o circuito converge
para uma distribui¢cao uniforme sobre os unitarios de n g-bits [23]. Nesse caso a
cadeia descrita pela matriz P, tem que convergir para a distribui¢ao uniforme sobre
todos p # 0, independentemente da posicao inicial. Entretanto, se b = 0, entao em
cada passo o passeio aleatério leva p em ¢ sem alterar o nimero de componentes
iguais a zero, o que significa que a distribuicao uniforme nunca é atingida. Por outro
lado, se b # 0 , veremos (Se¢ao 5.3) que o circuito converge para um 2-desenho em
tempo polinomial. Em particular, um 2-desenho é capaz de gerar estados com muito
emaranhamento [18]. E portanto, nesse caso, C' tem que ser emaranhante.

. Portas Clifford

Muitas das mais conhecidas portas de 2 g-bits sao elementos do grupo de Clifford
[19], formado por operadores que mapeiam (sob conjugagao) os Paulis neles mesmos:

Ccr,-jC’T = 4oy para algum £, [. (4.13)

A maioria das portas usadas em estudos anteriores de CQAs [28, 18] sao desse tipo,
incluindo as portas CNOT | CZ (Z-controlada) e XY. Calculando-se os coeficientes
a; pode-se ver que as primeiras duas sao na verdade localmente equivalentes. Assim,
pela eq. (3.6) CQAs construidos com uma ou outra serao completamente equivalentes.
Ja a XY (que ndo é o produto oxy, mas a porta com a matriz

1
XY =

na base computacional) é localmente equivalente a porta DCNOT (uma sequéncia
de duas portas CNOT onde se inverte o papel do controle e do alvo) [18]
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Embora seja possivel, naturalmente, calcular a, b para as portas Clifford fazendo uso
de eq. (4.11) e eq. (4.12), também pode-se usar o seguinte método mais intuitivo:
observe que, a menos do sinal (£) na eq. (4.13), qualquer porta Clifford pode ser
considerada como uma permutacao no conjunto dos Paulis. Na tabela 4.1 listamos
essas permutacoes para os dois casos acima. Note que as portas mostradas acima
sao Hermiteana (CNOT, CZ) ou anti-Hermiteana (XY), de maneira que C? = +1.
Assim as permutacoes sao reflexivas i.e. contém apenas ciclos de comprimento 1 e 2.
Para outras portas de Clifford isso pode nao acontecer.

Os valores de a e b podem ser “lidos” da estrutura da permutacao induzida nos Paulis

da seguinte maneira: veja quantos operadores da forma og; sao levados para a outra

forma ojy (onde j,k # 0). Faga o mesmo para a diregdo oposta (esses 2 nimeros,

que chamaremos de n; e ny, sdo iguais quando C' é Hermiteana ou anti-Hermiteana).

Agora veja quantos operadores da forma og, ou oy sao permutados para outro da

forma o;; com 7,5 # 0 (chame esses numeros de nz e ny). Os valores de a e b sao
j )

entao ] ]
azé(nl—i—ng); b:6(n3—|—n4)
Para os exemplos acima obtemos
2 1 2
CNOT (ou CZ): a=0,b= 3’ XY (ou DCNOT): a= §’b =3 (4.14)

(Os valores de CNOT foram obtidos previamente em [18]). Nota-se que todas essas
portas saturam a desigualdade (4.2.1). Um exemplo nao-trivial com um valor difer-
ente de b é a porta SWAP, para a qual a = 1,b = 0. De fato, podemos provar que

Lema 4.2.3. Para qualquer porta Clifford, b sé pode valer 0 ou 2/3. Em particular,
dado o Lema 4.2.2, todas as portas Clifford que nao sao equivalentes a identidade ou
a SWAP devem ter b= 2/3.

Prova: Comecamos mostrando que nz e ny sao nimeros pares. Da prova do Lema
4.2.1, sabemos que ng,ny < 2, 0 que elimina o valor 3 .

Suponha ns > 1. Como n3 # 3, podemos assumir sem perda de generalidade! que

CoxoCt = +ou; k,LF#0 e CoyoCt = +0,,,; onde m =0 oun =0.

I Qualquer outra permutacio pode ser obtida por um porta C’ que é equivalente a C por rotacdes
Clifford locais [419]
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Consequentemente
Co40CT = tioy @ 0,0, ou =+ ioLo, @ o

No primeiro caso ou [ = n, e o operador resultante nao é Hermiteano, ou [ # n, o
que implica em ng # 1. O outro caso é similar. Finalmente, argumentos anélogos
funcionam para ny, que é também # 1 ou 3. Com isso, b s6 pode valer 0,1/3 ou
2/3. Resta entao mostrarmos que é necessario que n3 = ny, eliminando o caso
intermediario.

Para isso, note que n, # 2 ja que, se CoxoCT = +og, e CoyoCT = +0(;, entio
necessariamente Coz0Ct = 40y,,. Defina entdo um nimero ns, que conta quantos
Paulis og, k # 0, sao mapeados a outros Paulis da mesma forma. Por uma argumento
analogo ao que acabamos de dar, podemos concluir que ns # 2.

De volta ao argumento principal, mostraremos que se ng = 0, entao ny # 2. Suponha
por absurdo que n3 =0 e ngy =2 . Como ny + n3 + ns = 3, mas ny e ny #* 2, segue
que ou n; = 3,n5 = 0 ou vice-versa. Vamos supor n; = 3, o outro caso é similar.
Sem perda de generalidade, a permutacao induzida por C' pode ser tomada da forma
oa0 — o004, VA € XY, Z; 0ox — %0j0; 00y — Lo, onde j, k, 1 # 0. Mas entao

CoyyCl = +0, @ oyo; e também CoyyC = +0, @ 040,

A primeira expressao é Hermiteana somente se [ = Y, e a segunda somente se [ = Z.
Essa contradicao leva a ng = 0 = ny = 0. Com o mesmo argumento na dire¢ao
oposta obtemos ny = 0 = n3 = 0 e finalmente obtemos b # 1/3.

. Portas tipo Ising

Outra subclasse importante de unitarios sao as geradas pela interacao tipo Ising:
C =exp(iagozz). Daeq. (4.11) e eq. (4.12) obtemos

Ising: a=0; b= 3 sen”(2a)

Nesse caso b vai continuamente de 0 (quando o = 0, C' é a identidade) a 2/3 (quando
a =7/4, C é localmente equivalente a CZ e CNOT).

. Porta B
A porta B [17] é a porta na forma ‘candnica’ da eq. (4.10) com ax = 7/4, ay =
7/8,az = 0. Ela possui a propriedade especial [17] de gerar qualquer porta de 2

g-bits com apenas 2 usos (enquanto, por exemplo, 3 usos de C NOT sao necessérios
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[50, 51] ). Isto poderia sugerir que o uso da porta B como a porta fixa levaria ao
circuito de convergéncia mais rapida. Entretanto, veremos na Secao 5.4 que, em
geral, essa porta tem desempenho semelhante as portas Clifford. Para a porta B
temos os parametros

B: a= b= -

1 .
6’ 3
Caso geral

As eqs. (4.8) e (4.9) significam que, para qualquer ensemble localmente invariante i, os
coeficientes a e b sao simplesmente médias sobre os valores de a(C') e b(C') de cada ensemble
porta-fixa pc.

0— / o(C)du(C) b= / b(C)dp(C)
Podemos entao imediatamente generalizar os Lemas 4.2.1 e 4.2.2 acima.
Lema 4.2.4. Para qualquer ensemble localmente invariante, b < 2/3

Lema 4.2.5. Um ensemble localmente invariante j tem b =0 se e s6 se [, du(C) =0,
onde a integral € sobre o conjunto de portas emaranhantes.

Em resumo, qualquer ensemble localmente invariante com probabilidade nao-nula de
gerar uma porta emaranhante produz uma cadeia de Markov com 0 < b < 2/3. Veremos no
proximo capitulo que toda cadeia desta forma converge para o mesmo estado estacionario,
em um nimero de passos que escalona inversamente com b. Desta forma, as cadeias
baseadas em ensembles porta-fixa com b = 2/3 sdo as mais rapidas possiveis entre todos
os ensembles. Em particular, sao mais rapidas do que as baseadas no ensemble uniforme.
Esse resultado confirma dados numéricos obtidos em [28], conforme figura 5.1.

4.3 Reversibilidade

Uma matriz de transicao é dita reversivel quando
n(z)P(z,y) = n(y)P(y,z), ondenP =m.

Pela definicao da matriz de transicao P, dada pelo passeio aleatorio do Teorema 4.2.1
é facil ver que ela serd sempre reversivel para qualquer ensemble p. Repare que esse
resultado é valido mesmo que o operador G seja nao-Hermiteano. De acordo com o
Teorema Perron-Frobenius|/1] uma matriz de transi¢ao reversivel é diagonalizavel e tem
autovetores e autovalores reais. Essa propriedade sera particularmente util em 5.2.
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4.4 Ergodicidade

Nessa Se¢do mostraremos que, sob certas condigdes, uma distribui¢ao de probabilidade(v)
nas strings {0, X,Y, Z}™ que evolui sob a acdo da cadeia P, converge sempre para uma
mesma distribui¢ao de probabilidade(r).

A condicao que deve ser observada para que isso ocorra é que a distribuicao inicial
deve ter seu suporte em {0, X,Y, Z}™/ {0} pois a string {0}, associada a matriz
densidade completamente mista, é sempre levada a si mesma por F,. Mostraremos en-
tdao que a cadeia P, com espago de estados formado pelas strings {0, X,Y, Z}™ /{0}™
é ergodica. Um resultado basico da literatura de cadeias de Markov, veja a Secao 2.5.2,
é que cadeias ergodicas possuem somente um estado estacionario para o qual convergem
partindo de qualquer condicao inicial. Daqui por diante a cadeia P, serd sempre restrita a
{0, X,Y,Z}™/ {0}™. Conforme comentérios da Se¢io 4.1, a cadeia P, é bi-estocatica e
portanto a distribui¢ao uniforme é estaciondaria sobre P,. E portanto:

Lema 4.4.1. A distribuicao m(p) = 1/(4™ — 1) € a tnica distribuicdo estaciondria de P,.
Qualquer distribuicao converge no limite de muitos passos para .

Prova : Basta provar que a cadeia P, é ergodica. Uma condicao suficiente para uma
cadeia ser ergodica é ser irredutivel (ndo pode ser escrita como a soma direta de sub-cadeias
independentes) e aperiddica (nenhuma condi¢ao inicial leva a evolugbes repetitivas) (veja
Capitulo 1 de [32] para defini¢oes mais precisas). A aperiodicidade é trivialmente satisfeita
pela cadeia P, ja que P(q,q) > 0,Yq € g. Para garantir a irredutibilidade precisamos
mostrar que existe um ¢ (que pode depender de ¢'e p) tal que P*(g, p) > 0 para qualquer par
(¢,p). Para ver que isso sempre acontece vamos definir o conjunto By = {i € [1,n]|q; # p;}.
Para construir um caminho de p para ¢ com probabilidade positiva basta ver que sempre
existe um j € By para o qual a transicao de p para um estado intermediario ¢V, que é
diferente de p apenas na componente j, tem sempre probabilidade positiva. A iteracao
desse processo leva de p’ para ¢ com probabilidade positiva. [J

Se houver restricao aos pares de g-bits escolhidos para interagir formando um grafo
I, como definido na introdugao do CQA (1.2), a irredutibilidade se verifica se e s se I'
for um grafo conexo. Se I' for desconexo, o argumento acima s6 continua valido dentro de
cada cluster conexo de g-bits, os quais convergem separadamente para estados estacionérios
uniformes. Fisicamente, ap6s a convergéncia obtemos um 2-desenho para unitérios restritos
a cada cluster.
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4.5 Reducao e decomposicao da cadeia

Nesta Secao vemos como a matriz de Markov P, pode ser mapeada em cadeias ‘reduzidas’,
mais simples, e ainda como ela pode ser escrita como uma combinacao de cadeias que
comutam, e cujas propriedades sao também relativamente simples. De agora em diante,
por conveniéncia omitimos o indice yu, escrevendo apenas P ao invés de P, exceto quando
necessario.

4.5.1 Reducao da Cadeia P

A primeira técnica que usaremos para simplificar a analise é a reducao da cadeia. Diz-
se que uma cadeia de Markov pode ser reduzida quando podemos subdividir o espaco de

strings 2 em subconjuntos €2,,€),, ... C § tais que as probabilidades de transi¢oes entre
subconjuntos
]P)(Qabe) = Z P(l’,y)
zE€Q,
yEQ

formem elas proprias uma cadeia de Markov. Uma condicao necessaria e suficiente para
isto ser possivel é que a soma das probabilidades de transi¢do p(z,y) entre um elemento
de 2, e todos os elementos de €2, é a mesma para qualquer elemento de €, [33].

Por exemplo: vimos na Se¢ao 4.1 que a probabilidade de transi¢ao P(pi, p2) é invariante
por permutacoes axiais dos componentes de p; e ps. Assim, como a matriz de transi¢ao
P s6 distingue se a i-ésima componente do elemento pé 0 ou X, Y, Z, podemos reduzi-la.
Cada subconjunto de 2 sera indexado por uma string ¢ € {0,1}" = Q. Cada subconjunto
(27 conterd todas as strings de €2 que possuirem zeros nas coordenadas nulas de ¢ e nao-
zeros nas coordenas de ¢ que valham 1. Essa reducao também é uma matriz de Markov,
que chamaremos de Q, porque a probabilidade de transicao entre elementos de conjuntos
distintos s6 depende dos indices dos conjuntos.

Em geral, a cadeia reduzida nao contém todos os autovalores da cadeia original, e pode
apresentar convergéncia mais rapida. Isso nao acontece aqui pois a dinamica dentro dos
subconjuntos 27 nao é relevante. Isso pode ser visto como uma consequéncia direta da
aplicagao do unitario local antes da interacao entre pares, pois ap6s a rotacao local nao ha
diferenca se a i-ésima (ou a j-ésima) componente do estado era X, Y ou Z. Ou seja, depois
de que todos os g-bits foram escolhidos todos os vetores dentro de um mesmo subconjunto
(27 tem a mesma probabilidade.

A cadeia @, reduzida de P, no espaco das strings g = {0,1}"/{0}", tem a matriz de

02



QW) 00 01 10 11
00 1 0 0 0
01 0 1-a-b a b
10 0 a 1-a-b b
11 |0 b/3 b/3 1-2b/3

Tabela 4.2: Tabela de elementos de Q7). Na coluna mais & esquerda

temos os valores iniciais ¢;q; e na linha superior os valores finais ng;.

transicao
QT.q)= >, P,

peEQG

ﬁ/GQq‘/
Assim como P, () pode ser escrita como uma soma convexa sobre todos os pares de co-
ordenadas de uma mesma matriz que s6 altera os valores de um par especifico, ou seja,
Q= ﬁ D it QU). Para q,q' € Qg que s6 diferem nas coordenadas i e j a matriz Q9
assume a forma dada pela tabela 4.2.

4.5.2 Decomposicao da cadeia reduzida Q

Vamos continuar nossa analise da cadeia de Markov associada ao CQA introduzindo uma
decomposicao da matriz () que simplificard consideravelmente a andlise dos seus efeitos.
Para cada par de g-bits (4, j), escrevemos

QU = aTD) 4 (1 — a) M. (4.15)

onde T ¢ a matriz de transposicio (SWAP) das entradas i e j, e M) a matriz dada
na tabela 4.3.

Vé-se entao da eq. (4.15) que a cadeia Q) = Z” Q") pode ser escrita como uma média,
com pesos definidos pela constante a, de duas outras cadeias:

Q=al'+(1—a)M (4.16)

onde T = ﬁz(i,j)d‘ Tw) e M = ﬁz(m)d M©3) | respectivamente. A primeira
representa uma transposicao aleatoria [52] das componentes de ¢. Ja a segunda é mais facil

de compreender através da sua versao ‘preguicosa’, ou seja, a sua média com a operagao
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M) |00 01 10 11

00 1 0 0 0

01 0 1—a—-09 0 b
1—a 1—a

10 0 0 l—a—-2» b
1—a 1—a

a1l (1b£3a) (ﬂs@) (1—1a_—a2b/3)

Tabela 4.3: Tabela de elementos de M9, Na coluna mais

a esquerda temos os valores iniciais g;q;, e na linha superior

os valores finais ¢q;.

identidade:

M+1
L= T+ (4.17)

Os passeios aleatorios gerados por L e M sao essencialmente os mesmos, exceto pelo fato
de que aquele baseado em L tem 50% de chance de ndo se mover em cada passo. Assim,
todas as escalas temporais relevantes do passeio L (em particular, seu tempo de mistura)
ficam dobradas em relacao as de M. Vamos tornar essa nogao mais precisa na Secao 5.2,
onde mostraremos que podemos obter o tempo de mistura de ) a partir do tempo de
mistura de L.

AVISO: até agora, todos os resultados que derivamos sao vélidos qualquer que seja
o grafo I'. A partir de agora, exceto onde explicitamente assinalado, assumiremos por
simplicidade que I' é o grafo cheio, ou seja, que todos os pares de g-bits podem interagir
em cada passo do CQA. Com esta suposicao, mostramos a seguir que a cadeia L pode
ser escrita como uma média de cadeias idénticas L, cada uma atuando sobre uma tnica
componente de p. No caso de outros grafos I', L continua sendo uma média de cadeias
individuais, mas ja nao necessariamente idénticas, e os detalhes destas cadeias também
serao diferentes do que obteremos abaixo. Embora existam diversos casos interessantes de
I' que podem também ser analisados (por exemplo, interagoes de primeiros vizinhos sobre
uma rede regular de dimensao d), ndo faremos isto nesta dissertagao.

Lema 4.5.1. A cadeia L pode ser escrita na forma

1 .
L==-Y 10 4.18
T w
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onde LY é uma matriz estocdstica 2 x 2 que sd afeta a componente p;, com

b H @w b  H-1
l—a n—1 1% 31—-a) n—1’

1= 1_L¥LO7

(4.19)
e H é o peso de Hamming de p (ou seja, o nimero de coordenadas p; que sao diferentes
de zero).

£ =1- 10 I,

L(Si1 =

Prova: Observe inicialmente na tabela 4.3 que a matriz M @7 ndo permite transicoes
que alterem ambos os bits 7 e j. Assim, M, e portanto L, s6 tém probabilidade de transicao
nao-nula entre vetores p' e ¢ que diferem em no maximo uma tnica coordenada. Vamos
verificar que a probabilidade P desta transigao é idéntica quando usamos a eq. (4.17) ou a
eq. (4.18).

Considere por exemplo dois vetores diferindo somente por p, = 0 e g = 1. Para calcular
a probabilidade desta transi¢do no ponto de vista da eq. (4.17) podemos considerar que
primeiro escolhemos um par (i,j) e em seguida usamos a versao preguicosa de MG, Da
tabela 4.3 vé-se que, para a transicao ocorrer, precisamos que o sitio k pertenca ao par
escolhido, e ainda que o outro sitio do par esteja com valor 1. A escolha de um par (i, )
com essas propriedades acontece com probabilidade n(i—ffl) Dado este caso, a probabilidade

de ocorrer a transigao € b/2(1 —a) (onde o fator meio aparece devido a versao preguigosa).

2H b
n(n—1) 1—a

). Por outro lado, para calcular
P usando a eq. (4.18), temos simplesmente que multiplicar L(()ill na primeira equacao de
(4.19), por um fator % correspondendo & probabilidade da escolha da componente 7. O
mesmo resultado é obtido. Um raciocinio analogo vale também no caso py = 1 e g = 0.

O

Assim probabilidade total da transicao é P = %

E importante notar que, apesar das probabilidades na eq. (4.19) serem iguais para
todos os sitios, L nao é uma soma de cadeias independentes, pois H ¢ uma funcao global
do vetor p. Pode-se fazer uma analogia direta com modelos de fisica estatistica de ‘campo
médio’ para spins classicos interagentes, no qual a probabilidade de um spin trocar de
sinal é sensivel a magnetizagao média do conjunto de todos os spins. Estudaremos mais
explicitamente esta conexao no Capitulo 7.

Ainda assim, a simetria de eq. (4.18) com respeito a qualquer permutacao de sitios, e
em particular qualquer transposi¢ao, implica que [L,T] = 0. Usando ainda a eq. (4.17)
podemos concluir também que:

(M, T]=0 (4.20)

Por fim, notamos que o estado estacionéario m de L também é um estado estacionario
de T, o que implica que as duas cadeias () e L convergem para 7:
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Lema 4.5.2. Partindo de qualquer elemento inicial ¢ diferente de 6, as cadetas de Markov
Q e L convergem para o mesmo estado estaciondrio

1
13H@; : (4.21)

") = 1

Prova O fato de 7 ser o tinico estado estacionario # 0 de @ pode ser obtido aplicando-se
a reducao definida no inicio desta Secao, e considerando que o estado estacionario de P
é a distribuicao uniforme. Como a distribui¢ao uniforme é invariante por permutagoes, 7
também & um estado estacionario de T, e segue-se entdo imediatamente das eqs. (4.16) e
(4.17) que o0 mesmo é verdade para M e L. Para mostrar que esta altima cadeia nao possui
outros estado estacionarios exceto 7 e 6, precisamos apenas verificar que a sua restrigao
a {0,1}"/0 é aperiodica e irredutivel (veja Secdo 2.5.2). O primeiro fato segue de L ser
uma cadeia “preguicosa’, e o segundo de existir probabilidade nao-nula de conversao entre
qualquer par de vetores diferindo em um tnico sitio. [J

Retornemos agora a eq. (4.16). Os resultados acima nos permitem uma visao intuitiva
de como a cadeia @) se comportard. Em cada passo de @, escolhe-se aplicar (com prob-
abilidade a) uma transposigao aleatoria ou (com probabilidade 1 — a) a evolugao ‘campo
médio’ M. Como, porém, estas duas cadeias comutam e compartilham um mesmo estado
estacionario, intuitivamente podemos esperar que () se comporte de forma semelhante a
uma versao ‘preguicosa’ de M, com pesos a para a identidade e (1 — a) para M. Como,
ao contrario da identidade, a cadeia T' em geral reduz a distancia com respeito ao estado
estacionario, pode-se esperar ainda que o tempo de convergéncia de () deve ser no maximo
igual ao dessa cadeia preguicosa. Veremos que isso realmente ocorre na Secao 5.2, onde
mostraremos que podemos obter o tempo de mistura de ) a partir do de M (e este a partir
do de L).

4.6 Cadeia do peso de Hamming

Na eq. (4.19) acima vemos que a probabilidade da cadeia L nao ficar parada no string ¢ é
essencialmente proporcional ao peso de Hamming de ¢. Uma estratégia interessante para
analisar a evolugao da cadeia @, introduzida em [27], consiste em primeiro ver como se
comporta a evolucao destes pesos sob a acao do CQA.

E facil ver que esta evolucio pode ser descrita por uma nova cadeia de Markov Z, com
espago de estados ¢ = {1,2,...,n}. Os elementos Z(n, m) correspondem & probabilidade
do nimero de Hamming mudar de n para m em cada passo do CQA. Pela tabela 4.3, vemos
que um par de coordenadas (g;,¢;) = (0,0) nunca passa a (1,1) e vice-versa. Por isso, em
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cada passo o valor de H pode variar apenas de +1, ou entao se manter constante. Este
tipo de cadeia de Markov é conhecida na literatura como uma cadeia “nascimento-e-morte”
(birth and death chain), pois pode ser usada para representar uma populagdo na qual, em
cada intervalo de tempo, uma pessoa pode nascer ou morrer. Também é conhecida as vezes
como um ‘passeio de bébado’ (drunk man’s walk), pois representaria um bébado que, ao
caminhar, pode dar um passo para frente ou para trés, ou ficar parado.

No nosso caso, os tinicos elementos nao-nulos de Z sao:

Z(HH+1)=bH (n— H) (n)_l ,

2
Z(H,H—1) = g H(H-1) (75)_1 7 o
Z(HH) =1— Z(H,H—1)— Z(H,H+1)=1— QbHS;Z;E%_ D

onde H € ()¢, e b é a constante introduzida na Secao 4.2, e é dependente da porta de dois
g-bits escolhida.

Para obter estas expressoes, basta reunir os elementos de transicao entre conjuntos de
strings com mesmo peso de Hamming. Da tabela 4.2 vemos que se uma string (p) possui H
nao-zeros, a Unica transi¢do para uma string com H maior é aquela na qual o par (i,j) é tal
que (pi,pj) = (0,1) ou (p;,p;) = (1,0). A fragao de pares dessa forma para o nimero total
de pares ¢ H(n— H) (’;)_1 e o elemento de matriz de () para esse caso é b. Podemos obter
o elemento de matriz de Z para a diminuicao de A de maneira andloga. Vale notar que,
como esta probabilidade depende apenas do peso de Hamming de p, a cadeia Z é também
uma reducao da cadeia @ (esse tipo de redugao é recorrente na literatura de cadeias de
Markov [32] onde diz-se que Z é uma projegao de Q).

O estado estacionario de Z é trivialmente obtido a partir do estado estacionario da
cadeia () da qual é projetada. Basta somar o numero de estados com o mesmo peso de
Hamming H, a saber (Z) , e considerar o estado estacionario de () dado pela eq. (4.21),

Agora que temos uma compreensao melhor da cadeia de segundos momentos, passare-
mos, a discutir como o seu tempo de convergéncia escalona com o niimero de g-bits. Vé-se
neste sentido a importancia da cadeia Z: a sua convergéncia ¢ uma condi¢ao necessaria
(mas que pode nao ser suficiente) para a convergéncia da cadeia Q como um todo. Em
outras palavras, o tempo de mistura de Z fornece uma cota inferior para o de Q. Em [27]
Harrow e Low obtiveram t,,;,z = O(nlogn) e Az = Q(1/n) para o caso b = 3/5, esses re-
sultados se estendem trivialmente para b # 3/5. Isso acontece pois todas as probabilidades
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de transigao contém um fator constante(b < 2/3) podemos interpretar um passeio aleatorio
nessa cadeia da seguinte maneira: o caminhante fica parado com probabilidade 1—b e anda
com probabilidade b, quando anda o caminhante transita com as probabilidades da matriz
original com b = 2/3. Ou seja, esperamos que os passeios com valores de b diferentes ten-
ham tempo de mistura relacionado por uma constante, e teremos t,,;, = O(nlogn) para
qualquer b € (0,2/3]. Ver Apéndice A ou Sec¢ao 5.3 para uma discussao mais detalhada.

E interessante observar neste ponto que as probabilidades de transicio Z dependem
apenas do parametro b (mas nao de a). Assim, as cadeias Z de CQAs baseados em ensem-
bles com o mesmo valor de b terao rigorosamente o mesmo tempo de mistura, independente
de seus coeficientes a. Por exemplo, a eq. (4.14) implica entao que as cadeias Z provenientes
de ensembles porta-fixa com portas CNOT e XY convergirao no mesmo tempo.

Ainda, como as probabilidades de transicao entre valores diferentes de H sao propor-
cionais a b, pode-se suspeitar intuitivamente (e, como veremos, ¢ verdade), que o tempo
de mistura serd inversamente proporcional a b. Assim, as cadeias Z de CQAs baseados
no ensemble uniforme (com b = 3/5) convergirdo ligeiramente mais lentamente que as de
CQAs baseados em ensembles ‘porta-fixa’ com portas de Clifford (b = 2/3).

o8



Capitulo 5

Convergéncia

Este capitulo contém os resultados de convergéncia do CQA a um 2-desenho aproximado.
Mostraremos que o tempo necessario para a convergéncia escalona de forma polinomial
no numero n de g-bits. A poténcia exata deste polindmio dependerd da nocao exata de
2-desenho aproximado que se usa (vide Se¢ao 2.4).

Ao longo desse capitulo analisaremos a cadeia de Markov P obtida na Secao 3.3,! onde
vimos que a evolugao dos momentos de segunda ordem dos coeficientes de Pauli pode ser
mapeada por essa cadeia. Na tltima Secao desse capitulo mostraremos como a convergéncia
desta cadeia implica na convergéncia do CQA como um todo a um 2-desenho.

Antes de prosseguir com a nossa andlise de convergéncia vamos expor os trabalhos
anteriores de outros autores na mesma éarea traduzindo para definicoes comuns os diferentes
resultados obtidos. Nesse ponto mostraremos que um resultado importante obtido em [27]
se baseia em argumentos incorretos, entretanto poderemos recuperar o mesmo resultado
com argumentos distintos. Esse sera o objetivo das duas secoes consecutivas. Na primeira
delas mostraremos que podemos garantir a convergéncia da cadeia () analisando a cadeia
L. Em seguida, na Secao 5.3, analisaremos a cadeia L usando a técnica de acoplamento
de cadeias de Markov. Assim recuperaremos o resultado questionado de [27] e ainda o
estenderemos a qualquer ensemble localmente invariante.

Em seguida, na Secao 5.4, vamos iniciar uma andlise mais detalhada do tempo de
convergéncia em fungao do ensemble utilizado. Mesmo que nao possamos obter o tempo
exato de convergéncia de cada um poderemos ordenar parcialmente os diferentes ensembles
em funcao do tempo de mistura da cadeia de Markov associada ao CQA.

Apresentaremos ainda a andalise de uma cadeia semelhante & cadeia associada ao CQA
que utilizarda um método muito elegante de obtencao de tempo de mistura. Essa cadeia

!Frequentemente analisaremos diretamente a cadeia Q, que como discutido na Se¢do 4.5, apresenta
exatamente o mesmo tempo de convergéncia.
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de Markov serd um passeio em grupo e suas propriedades especiais permitirao também
que mostremos a existéncia de corte abrupto nesse caso. Especulamos que esses resultados
possam ser utilizados para fornecer uma demonstragao alternativa & demonstracao de |27]
do tempo de mistura da cadeia dos pesos de Hamming.

Finalmente responderemos a pergunta: Podemos garantir que CQA converge a um
2-desenho através da andlise de P? Veremos que a resposta é positiva para ambas as
definicoes de 2-desenho aproximado mas que o polindmio com o qual o tempo de con-
vergéncia escalona é diferente.

5.1 Resumo e critica de analises anteriores do
problema

O problema da convergéncia de um CQA para um 2-desenho foi proposto (de forma nao
inteiramente explicita) por Oliveira et al em [18] | e depois analisado em detalhe por Har-
row e Low em [27]. Nesta Se¢ao resumimos rapidamente as estratégias utilizadas por estes
autores, e em particular identificamos uma falha importante na demonstracao apresen-
tada pelos dltimos. Outra contribuicao importante para a andlise dos CQAs foi dada por
Znidaric que usa um método alternativo para obtencao do gap espectral da matriz de tran-
sicao associada ao CQA. Por fim apresentamos o trabalho de Dankert et al, que propoe
um algoritmo que nao é um CQA para gera¢ao de um 2-desenho.

5.1.1 Oliveira et al.

O uso de ferramentas de cadeias de Markov para analisar modelos de CQAs foi proposto
por Oliveira, Dahlsten e Plenio em [18]. Como ja mencionamos na Se¢ao 1.2, o obje-
tivo principal destes autores era investigar o uso de CQAs para a geracao de estados com
emaranhamento bipartido ‘tipico’, ou seja, proximo do maximo possivel sob qualquer bi-
particao do sistema em dois sub-sistemas. A questao principal de interesse era se para
chegar neste ponto seria necessario um CQA com profundidade exponencial em n (ou seja,
um circuito ‘nao-operacional’), ou apenas polinomial em 7.

Assumindo um ensemble tipo ‘porta-fixa’ com C = CNOT 2, Oliveira et al reduzi-
ram o problema a determinacao do tempo de mistura da cadeia de Markov reduzida que
chamamos acima de Q. Utilizando a técnica de acoplamento de Bubley e Dyer|53], difer-
ente da técnica de acoplamento que usaremos, e o argumento de comparagao de Diaconis
e Saloff Coste |71] foram capazes de encontrar uma cota superior de ordem O(n®) para

2com as ligeiras diferencas ja comentadas na Secao 3.4
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o tempo de mistura, provando assim que o emaranhamento bipartite ‘tipico’ é de fato
fisicamente atingivel.

Como ja descrevemos na Secao 1.1, o emaranhamento bipartite ‘tipico’ pode ser visto
na verdade como uma propriedade de um 2-desenho de estados. Em outras palavras, o que
Oliveira et al fizeram essencialmente foi demonstrar que o seu CQA gera um 2-desenho
de estados em tempo polinomial quando aplicado em um estado inicial fixo. Pelo menos
aparentemente, porém, eles nao chegaram a notar que de fato a mesma demonstracao
também prova a convergéncia do circuito como um todo a um 2-desenho de unitarios
aproximado, em tempo polinomial. Vale notar que a prépria linguagem de ‘k-desenhos’
nao chegou a ser utilizada explicitamente por estes autores, exceto em uma referéncia de
passagem em uma nota de rodapé (p. 16 do preprint).

5.1.2 Harrow e Low

Em um longo artigo [27], Harrow e Low (HL) definiram explicitamente o objetivo de
demonstrar a convergéncia de um CQA a um 2-desenho de unitérios aproximado (e tam-
bém, conjecturaram, a desenhos de ordem superior). Eles desenvolveram um formalismo
sisteméatico para tanto, focando no caso onde as portas de 2 g-bits sao extraidas do ensemble
uniforme sobre U(4). Nesta dissertagao estivemos essencialmente seguindo a abordagem
destes autores, embora generalizando-a para tratar de qualquer ensemble localmente in-
variante.

Para o caso geral, isto é, ensembles possivelmente diferentes do uniforme, Harrow e
Low apresentaram uma demonstragao de que um 2-desenho e-aproximado é gerado depois
de O(n(n + loge™')) passos do CQA para ambas as defini¢oes da Secao 2.4. No caso
especifico do ensemble uniforme, eles argumentaram ainda que o tempo de convergéncia
para um 2-desenho de canal poderia ser melhorado para O(nlog(n/e)).

Veremos adiante, porém, que os argumentos apresentados contém um erro que os in-
valida. Mesmo assim, conseguiremos mostrar, por argumentos alternativos, que os resul-
tados estao essencialmente corretos. Conseguiremos inclusive estender a validade da cota
O(nlog(n/e)) dada acima para todo ensemble localmente invariante.

Para entender a natureza do erro e motivar nossas estratégias para contorna-lo, pre-
cisamos explicar em maior detalhe a estratégia da prova proposta por HL. A demonstracao
se inicia com a dedugio da cadeia de Markov para segundos momentos (a que chamamos
de P acima) no caso do ensemble uniforme. HL procuram entdo obter uma cota para o
tempo de mistura dessa cadeia, usando os seguintes passos:
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Passo 1: convergéncia da cadeia Z

Primeiro, eles estudam a convergéncia da cadeia de peso de Hamming (cadeia Z) até
o estado estacionario da eq. (4.23). A estratégia escolhida para esta analise é bastante
elaborada, tomando boa parte do volume do artigo. A intuicao basica por tras da prova
é de que condicoes iniciais com valores baixos de H serao as que demorarao mais para
evoluir (e atingir a convergéncia), pois para estes casos a eq. (4.19) indica que ha uma
probabilidade muito pequena de H aumentar. Como a definicao de tempo de mistura
(eq. (2.21)) envolve uma maximizacao sobre todas as condi¢oes iniciais, esses ‘piores casos’
acabam dominando o tempo de convergéncia da cadeia. Para lidar com isto, HL dividem
a evolucao da cadeia Z em trés fases, de acordo com a progressao de H: uma primeira, em
que, para as condicoes iniciais mais desfavoraveis, H ainda estd em média bem abaixo do
valor estacionério (H € [1,n°], onde 0 < § < 1/2); uma segunda, em que H € [n’/2,0n;
e uma terceira, em que H € [In/2,n]. Em cada fase, diferentes e variadas técnicas de
andlise de cadeias de Markov sao utilizadas para encontrar cotas para o tempo maximo
necessario para completa-las. O resultado final, apos estes calculos laboriosos, é que a
cadeia Z converge apos O(nlogn) passos.

Passo 2: convergéncia da cadeia P. Erro no argumento de Harrow e Low

Assumindo que a cadeia Z ja tenha convergido, HL tentam demonstrar que a cadeia P
como um todo também convergira (até uma distancia £) em no méximo mais O(nlnn/e)
passos. I esta parte do argumento, descrita no Corolario 5.1 de [27], que esta incorreta.
Como este ¢ um ponto importante para justificar o trabalho desenvolvido nesta dissertacao,
convém explica-lo em algum detalhe.

O argumento proposto por HL utiliza um conceito conhecido na literatura de cadeias
de Markov como um ‘tempo estacionario forte’ (strong stationary time, ou SST). Grosso
modo, um SST existe para um passeio aleatorio quando apods cada passo é possivel decidir,
dado o historico do passeio até aquele momento, se a cadeia de Markov correspondente ja
se encontra em seu estado estacionario. Uma definicao mais precisa pode ser encontrada
em [55, 32|, mas o conceito pode ser ilustrado intuitivamente por um exemplo:

Considere um passeio aleatério no conjunto Z5 dos vetores binérios de n coordenadas,
o qual pode ser identificado com os vértices de um hipercubo n-dimensional. A regra
de movimento do passeio é simples: em cada passo, escolhe-se uma das n coordenadas,
e troca-se o seu valor para 0 ou 1 com 50% de probabilidade cada. Geometricamente,
isto equivale a escolher uma das n arestas ligadas ao vértice em que se estd, e mover-se
para o vértice adjacente com 50% de chance. E facil ver que o estado estacionario desta

30u Corolario 5.6 na versdo Arxiv.
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cadeia de Markov é a distribuicao uniforme, em que todos os 2" vértices do hipercubo sao
equiprovaveis.

Um SST para este passeio ocorre assim que cada coordenada tiver sido selecionada pelo
menos uma vez. Para ver por que, é s6 considerar que, a cada vez que selecionamos uma
coordenada, ela é randomizada, independente do ponto exato do cubo em que se esteja.
Assim, apos todas as coordenadas terem sido selecionadas, todos as 2" posicoes possiveis
no hipercubo sao igualmente provaveis, o que é justamente o estado estacionario.

A questao entao é: quantos passos é preciso realizar para que a probabilidade de este
evento ter ocorrido ficar maior do que, digamos, 1 — ¢? Este é, na verdade, um problema
classico em cadeias de Markov, conhecido como coupon collecting, em referéncia ao fato
de que é o mesmo problema enfrentado por alguém que tenta completar um album de
n figurinhas, comprando figurinhas aleatérias. Pode-se mostrar que a probabilidade do
album nao ter sido completado ainda apos a compra de n(lnn + ¢) figurinhas é < e=¢ [32].

Finalmente, cotas para a probabilidade de ocorréncia de um SST podem ser conver-
tidas em cotas para o tempo de mistura da cadeia, veja a Proposi¢ao 6.10 de [32]. Por
exemplo, para o passeio no hipercubo / coupon collecting, a probabilidade acima implica
que tp(e) < nln(n/e).

Apos essa breve introducao a SSTs, retornemos agora ao argumento de Harrow e Low.
Basicamente, eles procuram adaptar o argumento de coupon collecting para o caso do
passeio com matriz P. Um fato que complica essa adaptacao é o seguinte: ao contrario do
passeio no hipercubo, onde em cada passo no maximo uma coordenada p; de p é modificada,
na cadeia P em cada passo selecionamos duas coordenadas p;, p;, ambas as quais podem
vir a mudar. Porém, para esta mudanca ter uma chance de ocorrer, é necesséario que pelo
menos uma dessas coordenadas seja diferente de zero (vide Teorema 4.2.1). HL definem
entao que uma coordenada p; conta como ‘coletada’ para efeito de coupon collecting apenas
quando ela faz parte de um par selecionado com (p;,p;) # (0,0). Eles ainda mostram
cuidadosamente que a probabilidade de que tais pares realmente ocorram é alta quando a
cadeia Z ja tiver convergido*. Com isto, sao capazes de mostrar que, assim como no passeio
do hipercubo, O(nInn) passos sao suficientes para que a probabilidade de que todas as n
coordenadas tenham sido ‘coletadas’ no sentido acima fique proxima de 1.

Até este ponto o argumento esta perfeito. O problema aparece, no entanto, quando
HL tentam replicar a propriedade essencial do passeio do hipercubo, que é o fato de que o
tempo de coupon collecting é um SST. Citando diretamente:

Once each site of the full chain has been hit, meaning it is chosen and paired

“Isto ocorre pois a distribui¢do estacionaria da eq. (4.23) para o peso de Hamming é fortemente
concentrada ao redor do valor H = 3n/4, o que implica que podemos garantir que havera muitos sitios
diferentes de zero na cadeia.
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with another site so not both equal zero, the chain has mixed. This is be-
cause, after each site has been hit, the probability distribution over the states
is uniform.

Esta frase esté incorreta. Recorde da Segao 4.2 que, apds um par de coordenadas (p;, p;)
ser ‘coletado’, ele tem probabilidade uniforme de assumir qualquer valor € {0, X,Y, Z}? que
seja diferente de (0,0). A auséncia desta tltima possibilidade faz com que o estado geral
da cadeia nao fique uniformemente distribuido apos todos os sitios terem sido ‘coletados’.
Em outras palavras, para a cadeia P o tempo de ‘coupon collecting’ ndo é um SST, e o
resto do argumento nao se aplica.

Podemos ilustrar estes fatos com um exemplo, usando uma cadeia de 3 sitios apenas.
Para simplificar a notacao, vamos usar ‘1’ para significar “X,Y ou Z, com iguais probabili-
dades para cada um”.

Comecamos o passeio no estado (0 X X). Suponha que, no primeiro passo, escolhemos
os dois primeiros sitios. Como estes nao sao ambos iguais a zero, ambos contam como
‘coletados’. Pelo Teorema 4.2.1, o novo estado da cadeia serd uma das possibilidades de
forma (0 1 X), (1 0 X) ou (1 1 X). Suponha ainda que, no passo seguinte, escolhemos o
20 e 3o sitios. Em todos os trés casos, essas coordenadas nao sao ambas iguais a zero, de
modo que o 3o sitio conta como ‘coletado’, completando assim o ‘4lbum’. O novo estado
serd um dos seguintes: (01 1), (010), (001), (101),(110)ou(111),sendo que os
trés ultimos podem surgir tanto do segundo quanto do terceiro caso anterior. Vé-se assim
que neste instante nao temos uma distribuigao uniforme sobre todas as sequéncias # (000):
por um lado, a opgao (1 0 0) ndo aparece; por outro, mesmo entre as opgoes possiveis a
probabilidade nao é uniforme. Por exemplo, sequéncias da forma (0 1 1) ndo tem a mesma
probabilidade que as de forma (1 1 0). Este instante ndo é, portanto, um SST.

Passo 3: extensao a outros ensembles via gap espectral

Apos concluirem sua demonstracao para o caso do ensemble uniforme, HL estendem sua
validade para outros ensembles. Para fazer isso, primeiro usam relagoes gerais entre tempo
de mistura e gap espectral (eq. (2.28)) para obter uma cota para esta tltima quantidade,
a saber A = O(1/n). Note que esta cota depende do resultado anterior para tempos de
mistura, e portanto também nao se sustenta dado o erro apontado. Dada porém uma
cota para o gap do ensemble uniforme, HL usam a chamada técnica de comparagao de
cadeias de Markov [71], a qual permite obter cotas para o gap de uma cadeia a partir do
gap de uma outra cadeia semelhante, obtendo finalmente que a mesma ordem A = O(1/n)
também vale para o gap de outros ensembles. Vale notar que, para valer, este resultado
presume a ezisténcia de uma cadeia de Markov para esses outros ensembles, algo que HL
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nao parecem demonstrar explicitamente (ao contrario do que fizemos aqui no Teorema
3.3.1). Retornando entdo para tempos de mistura usando a eq. (2.27), obtém finalmente
uma cota t,,;; = O(n(n + logy(1/¢))) para estes outros ensembles.

Passo 4: passando de cadeias de Markov para 2-desenhos

Por 1ltimo, HL. discutem como se pode usar uma cota para a convergéncia da cadeia P
(seja em termos de tempos de mistura, seja em termos de gap), para obter cotas para a
convergéncia a um 2-desenho aproximado segundo os dois sentidos apresentados na Se¢ao
2.4. Discutiremos em mais detalhe como funciona esta passagem final na Secao 5.7 adiante.

5.1.3 Znidaric

Em [29], Znidaric mostra de forma interessante como mapear a evolugao Markoviana do
CQA em um Hamiltoniano de cadeia de spin. Nesse mapeamento, o gap da cadeia P se
transforma na diferenca entre a maior e segunda maior autoenergias da cadeia de spin.
Usando entao métodos conhecidos de fisica de muitos corpos, Znidaric obtém exatamente
o gap espectral para os casos do ensemble uniforme U(4) e para os ensembles “portas-fixa”
com portas XY e CNOT, sempre obtendo A = O(1/n). Embora Znidaric ndo mencione
este fato, o gap obtido demonstra através da eq. (2.26) e do Teorema 5.7.2 que nesses casos
o CQA de fato converge para um 2-desenho e-aproximado em O(n(n + loge™!)) passos.
Porém, como o método nao fornece informacao direta sobre o tempo de mistura, entao nao
¢ suficiente para comprovar o tempo de convergéncia a um 2-desenho de canal em tempo
O(nlog(n/e)) alegado por HL.

5.1.4 Dankert et al

Em [30, 56] esses autores propuseram um algoritmo que nao é um CQA como definido na
Secao 1.2, mas que também gera um 2-desenho aproximado.

As técnicas de anéilise usadas sao bastantes distintas das que usaremos, entretanto
podemos comparar a profundidade do circuito exigido. Em [30| demonstra-se que o al-
goritmo citado necessita de O(nloge™!) portas de 2 qg-bits para gerar um 2-desenho de
canal e-aproximado, o que se compara favoravelmente com a cota de O(nlog(ne™!)) que
obtemos para um CQA. Para a outra definicao de convergéncia, Harrow e Low afirmam
que sao necessarios O(n(n + loge™!)) portas de 2 ¢-bits, ou seja a mesma cota do CQA
que analisamos.

Vale notar que a construcao destes autores é especifica para desenhos de ordem 2.
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5.2 Preparando argumentos alternativos

Apesar do argumento de Harrow e Low estar incorreto, mostramos nas secdes que se
seguem que as suas conclusoes sao de fato validas. Apresentamos um argumento distinto
na Secao 5.3, onde analisamos a cadeia P usando uma técnica de acoplamento. Obtemos
um tempo de mistura de ordem O(nlog(n/e)), confirmando o resultado alegado por HL.
Nossa andlise se aplica apenas na situacao do ‘Passo 2’ acima, ou seja, apenas quando a
cadeia Z ja estiver suficientemente proxima de convergir. Por este motivo, depende de uma
prova independente da convergéncia da cadeia Z no ‘Passo 1. Por outro lado, ela é valida
para todo ensemble localmente invariante.

J& na Secao 5.5 utilizamos uma outra técnica, baseada na teoria de passeios aleatorios
em grupos |36], para estudar uma cadeia ligeiramente diferente da cadeia (). Obtemos no-
vamente um tempo de mistura de ordem O(nlogn). Apesar de nao conseguirmos estender
este método para dar informagoes diretas sobre a cadeia (), especulamos que talvez seja
possivel obter uma prova parcialmente independente do tempo de mistura da cadeia Z.

Para podermos realizar estas andalises, precisamos primeiro simplificar o problema.
Mostramos agora que, para entender a convergéncia das cadeias P (ou (), basta estu-
dar a da cadeia ‘tipo Campo Médio” L.

5.2.1 A anilise da cadeia L garante a convergéncia do CQA

Vamos mostrar que o tempo de mistura de L fornece uma cota superior para o tempo de
mistura de Q).

A nossa estratégia sera dividida em dois passos: primeiro vamos mostrar que a con-
vergéncia de L implica a de M e depois que a de M, por sua vez, implica a de ). Como L
é uma versao “preguicosa’ de M, para o primeiro passo precisamos entender como o tempo
de mistura de cadeias “preguicosas” se comporta em relacao ao tempo de mistura da cadeia
original.

Intuivamente, os passeios aleatorios gerados por L e M sao essencialmente os mesmos,
exceto pelo fato de que aquele baseado em L tem metade da probabilidade de se mover em
cada passo. Assim, esperamos que as escalas temporais relevantes do passeio L aumentem
por um fator 2. Estranhamente, nao encontramos uma demonstracao rigorosa deste fato
em livros-texto de cadeias de Markov.

No Apéndice A estabelecemos condicoes para que o tempo de mistura de uma cadeia
“preguicosa’ seja, o dobro da cadeia original. Uma das condigoes é que o gap espectral
venha de um autovalor positivo da matriz de transi¢ao. Os lemas a seguir estabelecem que
a cadeia M tem essa propriedade e por isso o resultado apresentado no apéndice é valido.

66



Lema 5.2.1. A matriz de transi¢ao M nao possui nenhum autovalor menor do que —2/3 — 1/3(n — 1).

Prova: Primeiro vamos demonstrar que os elementos da diagonal de M sao da forma
%(1 — ﬁ) + 6; com 0; > 0 V1.

s(1—25) +a
M = %(1—ﬁ)+52

Esses elementos correspondem as probabilidades do passeio aleatorio ficar parado na
string p em cada passo de M. Vamos agora calcular uma cota inferior para essa probabili-
dade lembrando que a evolucao de M pode ser vista como a escolha de um par que evoluira
com M) dada pela tabela 4.3. Repare que a probabilidade de escolher um par da forma
(0,0) ou (1,1) é no minimo® (1/2)(1 — 1/(n — 1)) para qualquer string. Nesse caso, dada
pela tabela 4.3, a probabilidade de nao haver mudanga maior ou igual a 1 — 2b/3(1 — a).
Mas, como mostramos na Se¢ao 4.2, a+b < 1 e portanto 1 —2b/3(1 —a) > 1/3. Com isso,
a probabilidade de nao haver mudanca numa string p sob acdo de uma passo de M, que é
igual ao elemento diagonal M (p,p), é maior do que o = (1/6)(1 — 1/(n — 1)).

Para ver porque isso implica no enunciado do Lema note que podemos pensar em M
como a combinacao convexa, com coeficientes 1 — a e «, de uma certa cadeia de Markov,
e da identidade. Ou seja,

M=aol+(1—«a)B, onde B=(M —al)/(1—a).

Repare que B é uma matriz estocastica, que terd autovalores entre —1 e 1, pois tem todos
elementos nao-negativos e suas linhas somam 1. Com isso o menor autovalor de M sera
>a+(l—-a)(-1)=-1+(2/6)(1-1/(n—1)). O

Lema 5.2.2. Para n suficientemente grande, o gap de M vem de um autovalor positivo.

Prova: Como, em cada passo da cadeia M, o nimero de Hamming s6 aumenta de no
maximo 1, e seu estado estacionario ¢ de ordem n (vide eq. (4.23)), entdo no pior caso
precisamos esperar €2(n) passos até a convergéncia. Em particular, isso implica que o gap
espectral de M satisfaz A = O(1/n). Por outro lado acabamos de mostrar que a regiao
[—1,—2/3 —1/3(n — 1)] nunca contém um autovalor de M. Com isso fica claro que gap s6
pode vir de autovalores positivos. [

Podemos entao demonstrar o resultado que nos interessa

A probabilidade de escolher um par da forma (0,0) ou (1,1) numa string de peso de Hamming H &
[HH—-1)4 (n—H)(n—H —1)]/[n(n — 1)] que tem o valor minimo (1/2)(1 —1/(n — 1)).
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Teorema 5.2.1. Podemos obter uma cota superior para o tempo de mistura de () a partir
do tempo de mistura de L : tizq < ﬁtmimL )

Prova: Definimos na eq. (4.17) que L = %]I—i— %M, e pelo lema 5.2.2 temos que o gap de
M vem de um autovalor positivo. Podemos entao usar o resultado do Apéndice A e obter
tmizl = 2tmizp. Ainda, como da eq. (4.16) Q = aT + (1 —a)M e T, M comutam, ) tem
justamente a forma discutida no fim do Apéndice A e, portanto, tmizg < ﬁtmmM 0 que

completa a demonstracao. U

5.3 Analise por acoplamento

Nessa Se¢do vamos usar a técnica de acoplamento (coupling), e obteremos o tempo de
mistura O(nlogn).

A técnica de acoplamento é extremamente ttil na teoria de cadeias de Markov, tanto
como uma ferramenta teérica, como uma ferramenta pratica na prova de tempo de mistura.
Indicamos o Capitulo 5 de [32] para uma introdu¢do no assunto, o qual contém todos os
resultados usados nesta Secao.

Definicao e propriedades do Acoplamento

Intuitivamente, a idéia de um acoplamento de cadeias de Markov é a seguinte: dada a
cadeia L no espaco de estados €2, define-se uma nova cadeia A cujo espaco de estados é o
produto € x €, de tal forma que as probabilidades marginais de A em cada copia de 2
evoluem de acordo com a cadeia L. Em outras palavras, a cadeia A representa duas cOpias
de L, as quais podem porém em geral evoluir de forma correlacionada. Formalmente, em

cada passo t temos uma distribuicao de probabilidade v®(z, y) em £ X €, com marginais

(@) = 3oV (z,y) e i (y) = ¥, v (x, y), tais que

D — ® 4. V§t+1) _ yft)L; V§t+1) _ Vét)L (5.1)

E possivel em geral escolher uma cadeia acoplada A # L ® L mas ainda obedecendo a
eq. (5.1). Ou seja, em geral teremos v(z,y) # vi(x)ra(y). Nesse caso ha correlagoes
entre as duas cadeias marginais. Pode-se ainda escolher acoplamentos com a seguinte
propriedade: se X;, Y; sao os passeios aleatoérios percorridos em cada espaco local, entao
Xy, Y permanecem juntos em todos os tempos posteriores a sua primeira visita simultanea
a um mesmo sitio. Em outras palavras, X, =Y, = X; =Y, t > s. O primeiro instante em
que este encontro acontece ¢ uma variavel aleatoria, conhecida como tempo de acoplamento.
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O seu valor em geral depende das condicoes iniciais: escreveremos Teopla(,y) para denotar
o tempo de acoplamento partindo da condicao inicial Xg =z e Yy = y.

O nosso interesse em estudar um acoplamento de L com essas caracteristicas é que essa
é uma maneira de obter cotas para o tempo de mistura. Pode-se mostrar (vide por exemplo
a Secao (5.1) de [32]) que a distancia a estacionaridade d(t) definida na eq. (2.22) satisfaz:

d(t) < max P(Tacopia(®,y) > t) . (5.2)
z,yef)

Escolhendo de forma conveniente a cadeia A pode-se obter cotas para a probabilidade
de acoplamento da eq. 5.2. Se, por exemplo, esta cota for inferior a 1/4 para um certo
tempo t, entao pela Definicao 2.5.3 este instante serd uma cota superior para o tempo de
mistura de L. Em particular, ¢ suficiente encontrar cotas para o valor médio (Taeopla) € €m
seguida usar a chamada desigualdade de Markov:

<7—acopla>

P(Tacopla > (I) S a

(5.3)

Acoplamento de L

Como vimos na Secao 4.5, a acao da cadeia L pode ser interpretada como: escolha uma
coordenada e atualize-a segundo as probabilidades da eq. (4.19). O acoplamento que
usaremos é tal que ambas as cadeias locais escolhem a mesma coordenada i. Se o valor
dessa coordenada é diferente entre as duas variaveis aleatorias, entao evoluimos cada cadeia
de forma independente. Isto faz com que, com boa chance, essa coordenada passe a ter o
mesmo valor nos dois estados depois da iteragao. Se as coordenadas ja sao iguais usamos
a liberdade de escolha da cadeia A para maximizar a chance de ambas permanecerem na
mesma, string ou que ambas mudem, minimizando a probabilidade de que elas se tornem
diferentes.

Sejam entdo os estados iniciais ) e p® com peso de Hamming H; e H, respectiva-
mente. Seja D o niimero de componentes diferentes. Definimos entao a evolucao acoplada
da coordenada ¢ escolhida aleatoriamente de acordo com a regra: se pi(l) # pi@), cada co-
ordenada evolui independentemente de acordo com as probabilidades da eq. (4.19). Caso
pi(l) = i(Q) a evolucao é correlacionada, com as probabilidades dadas na tabela 5.1.

E facil checar que as probabilidades marginais de cada coordenada evoluem de acordo
com a cadeia L. Por exemplo, dado que pi(1 = pi@), entao P1(0 — 1) = P1(0 — 1]00) =
P(00 — 11) + P(00 — 10) = min{ L\, LY} + max{0, L} — L} = L{}.

Buscaremos uma cota para o tempo médio que as duas strings levam para se acoplar.
Como vimos, isso serd suficiente para obter uma cota para o tempo de mistura. Mostraremos
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P(00 — 00) = maux{Lol1 ,L(()Ql)} P(11 — 00) = mm{Lm >L(1%)}

P(00 — 11) = mm{L01 ,Lg?} P(11 — 11) = 1 — max{L{, L{}
P(00 — 10) = max{0, LY — L&} P(11 — 10) = max{0, L\) — L%}
P(00 — 01) = max{0, L01> —Lih P(11 — 01) = max{0, L{2) — L}

Tabela 5.1: Defini¢ao do acoplamento.

a seguir que, no caso de duas strings que ja tiverem o peso de Hamming estacionério, este
acoplamento ocorrera apos O(nlogn) passos.
Primeiro calculamos a probabilidade P(D — D+1) = P, de que num passo da dindmica

acoplada haja aumento da distancia (D) entre as strings acopladas. Obviamente isso so

pode ocorrer no caso em que escolhemos um par no qual inicialmente pg ) = D, @ 74 que a

escolha de coordenada é equiprovéavel a chance de isso ocorrer é (n — D)/n. Deﬁnamos vy
como a probabilidade de que ambas as entradas sejam iguais a 1, condicionada ao fato de

serem iguais. Chamemos ainda ' = b/(1 —a) . Agora com a defini¢ao de acoplamento de
tabela 5.1 e a eq. (4.19), temos para P :

- D v |H, — H. H, — H
P+:n {'Y_| 1 2|+(1_7>b/|;LT2|}

3 —1
R (5.4
on n—1 3 )

Por outro lado, D s6 pode diminuir quando inicialmente (pf ),pl( )) = (0,1) ou (1,0),

em cujo caso a evolucao é independente e dada por L;. A chance de escolher um par dessa
forma é D/n. Para o caso (0, 1) temos que a distancia D diminui com probabilidade

/ _ / _
P_:Q b, 1_b’g + (1= b'H, b Hy —1
n (n-—1 3(n—1) n—1/) 3(n—-1)

- %ﬁ {31{2 +H —1— % (Hy(H, — 1))} (5.5)
_ %3(”5—_1) {31{2 b (H - 1) (1 - 25’%)} _

Para o caso (1,0) basta fazer H; — Hs e Hy — Hj, por isso vamos usar a notagao Hio
para representar H; ou Hs e englobar os dois casos em uma equagao.
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/
p _D_V {3}[12 4 (Hy —1) (1 gy 2 >} .

n3(n—1) n—1 (5.6)

Considere agora o tempo esperado, entre caminhos do acoplamento, necessario para
que D diminua por uma unidade, que denotamos por E(D — D — 1) = E_. Como em
cada passo a distancia s6 pode mudar por £1 ou 0 (permanecer fixa), podemos escrever
uma expressao recursiva para esta quantidade:

E =P ()+P,(1+FED+1—-D)+E )+ (1-P_-P,)(1+E.)
<P ()+P.(1+2E)+(1-P_—-P,)(1+E.)

(5.7)
—E —E_(P_.—P.)+1. 5

(5.8)

Na passagem (5.7), usamos que E(D +1 — D) < E(D — D — 1), que é consequéncia
do fato de que quanto menor a diferenca D mais lento é o acoplamento. Ou seja, se D
diminuir, em cada passo da dinamica acoplada a chance de escolher uma coordenada com
valores diferentes e eles se tornarem iguais é menor, por outro lado, a chance de escolher
coordenadas iguais e estas se tornarem diferentes cresce. Agora manipulando ambos os
lados da eq. (5.8), temos

E_ <1/(P_.-P,). (5.9)

Mas da eq. (5.6) e da eq. (5.4) temos,

PP,

D v H12 n—D b,|H1 - H2| 2"}/
== 3Hp 4 (Hy -1 (122 ) 1-21) .
n3(n—1){ 2+ (Hn )( n 1)} n n—1 3

(5.10)

Para prosseguir na nossa analise vamos agora considerar que os strings iniciais ja eram
ambos tais que sua cadeia Z ja havia convergido. Como discutido no passo 1 de HL
da Secao 5.1 isso pode levar um tempo O(nlogn), mas como veremos adiante, o tempo
de acoplamento também é O(nlogn) e portanto essa suposi¢ao nao piora a ordem da
convergéncia. Assim podemos usar que com alta probabilidade, v > 3/4 — « , Hiz/n >
3/4—a 8. Tsso acontece pois a distribui¢o estacionéria do peso de Hamming é concentrada

6o sera uma constante fixa para todo n, por exemplo a = 1/10.
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em 3n/4 com dispersao ©(y/n). Assim a probabilidade de que em todos os passos ¢ do
acoplamento a desigualdade se verifique é maior do que 1 — te~Ol?n®) _ ¢’, onde € é a
distancia da cadeia do peso de Hamming a estacionariedade e onde usamos a desigualdade
de Hoeffding [57]. Além disso V/ <1 e |Hy — Hy| < D e temos da equagido acima,

P_—P+§ZSc%y4—®+%w4—axr—ﬂw4—aﬂ—3+ﬂw4_a” (5.11)
=D Q(1/n),
e da eq. (5.9), ]
E — b/DO(n)' (5.12)

Para obter o tempo esperado total até o acoplamento vamos somar os tempos médios
para cada queda na distancia D, desde seu valor inicial até zero. Note que a maximizagao
entre as condigoes iniciais equivale aqui a maximizacao da distancia inicial. E portanto:

0
max <Tacopla> S Z E_ (D),
z,y€ Do
agora usando o fato de que |Y.7,_,1/D —logn| < 1, temos:

Emmwzémm%m. (5.13)

Lema 5.3.1. O tempo médio de acoplamento, maximizado entre todas as condi¢oes iniciais
em que a cadeia Z jd convergiu € E(Taeopia) = éO(n logn) .

Aqui termina nossa analise por acoplamento. Agora que obtivemos o tempo esperado
para o acoplamento vamos aplicar a desigualdade de Markov (eq. (5.3)) e ainda a eq. (5.2)
para obter o tempo de mistura de L.

Lema 5.3.2. O tempo de mistura da cadeia L é O(nlogn).

Prova: Com a desigualdade de Markov temos para a eq. (5.13)

P (tacopla > 4E(Tacopla)) <

Y

A~ =

e com a eq. (5.2) conectamos esse resultado ao tempo de mistura, fornecendo:

1
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Onde incluimos o tempo de mistura da cadeia Z, ja que usamos essa condi¢ao para a
obtengao do lema 5.3.1. Como ji mencionamos acima o tempo de mistura de Z é O(nlogn)
e portanto o tempo de mistura de L serd da mesma ordem. [J

Finalmente, juntando o Lema 5.3.2 com o Teorema 5.2.1 podemos concluir que
Teorema 5.3.1. O tempo de convergéncia da cadeia QQ é ©(nlogn) .

Prova : Ja provamos acima que tp;,o = O(nlogn), resta mostrar que ele é também
tmizg = 2(nlogn), ou seja que o tempo de mistura de () também ¢é inferiormente limitado
por nlogn. Vamos recorrer novamente a um argumento de coupon collecting como o visto
Secao 5.1.2. Pode-se mostrar que a probabilidade do album ja ter sido completado apos
a compra de 7(Inn — ¢) figurinhas vai a zero [32] a medida em que c cresce. Ou seja
com pouco menos do que nlogn de passos da cadeia ) alguma coordena nao tera sido
escolhida para interagir, se essa for a tnica coordenada igual a 1 entao a cadeia nao tera
dado nenhum passo. Mas o tempo de mistura é justamente maximizado entre todas as
condicoes iniciais possiveis, portanto o tempo de mistura de () nao pode ser menor do que
nlogn. I

5.4 Como os parametros a e b afetam a convergéncia?

Até agora estudamos a convergéncia do CQA em termos da ordem de crescimento do
namero de passos necessarios em func¢ao do tamanho da entrada (nimero de g-bits). Como
vimos na Se¢ao 5.3, qualquer ensemble localmente invariante (1) tem o mesmo desempenho
em termos da ordem de crescimento. Entretanto, é de se esperar que o numero exato de
passos necessarios para a convergéncia deve depender do ensemble usado. Em particular
um ensemble com portas pouco emaranhantes (b ~ 0) deve ser mais lento do que um
ensemble altamente emaranhante.

Nessa Secao vamos comparar o desempenho de diferentes ensembles e tentar introduzir
um “hierarquia” de desempenho. Vimos na Secao 4.1 que a cadeia de Markov P associada a
um ensemble qualquer i tem sempre a mesma forma e depende dos parametros a e b dados
pelas egs. (4.8) e (4.9). Ou seja, se pudermos mostrar como o tempo de convergéncia de
P depende de a e b estaremos comparando o desempenho de diferentes ensembles no que
diz respeito a geracao de um 2-desenho aproximado.

Nessa comparacao, mais uma vez, a decomposicao introduzida na Secao 4.5 sera ttil.
Nas secoes anteriores, em especial no Teorema 5.2.1, vimos que é possivel obter cotas para
o tempo de mistura de () s6 analisando L. Por isso vamos comecar analisando o efeito da
mudanca dos parametros em L e depois veremos como essa analise se estende para ().
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Na cadeia L, cada probabilidade de transicao nao-trivial contém um fator b. Com isso
é facil ver que qualquer valor de b menor do que o maximo (b = 2/3, veja Lema 4.2.1)
simplesmente diminui a chance das transi¢oes e torna a convergéncia mais lenta. Assim o
tempo de mistura é afetado por b simplesmente como

2
Uiz (LIb<2/3,0) = %tmix(ﬂb:?/i’),a) . (5.15)

Para justificar esse resultado note que para uma cadeia em que todas as probabilidades
de transigao contém um fator constante(b < 2/3) podemos interpretar um passeio aleatorio
nessa cadeia da seguinte maneira: o caminhante fica parado com probabilidade 1—0 e anda
com probabilidade b, quando anda o caminhante transita com as probabilidades da matriz
original com b = 2/3. Ou seja, é como se o passeio fosse uma versao preguigosa de uma
outra matriz que nao depende de b. Assim podemos usar o Apéndice A para justificar a
eq. (5.15).

Mais uma vez podemos ver nesse resultado que mesmo que o ensemble contenha portas
pouco emaranhantes(b ~ 0) a ordem de crescimento do tempo de convergéncia nao sera
afetada, a razao entre o ntimero de passos necessarios para a convergéncia de duas portas
diferentes sera sempre uma constante. Note que o caso de portas ndo-emaranhantes(b = 0),
que leva a divergéncia do tempo convergéncia, esta incluido em eq. (5.15).

Ainda na cadeia L, o efeito do parametro a é similar. Isto acontece pois cada proba-
bilidade de transi¢ao nao-trivial contém uma fator 1/(1 — a). O mesmo argumento acima
se aplica e podemos dizer

2(1 —a)

Umia(L|b<2/3,a<1—b) = Ttmm(mbzz/&a:m : (5.16)
ou seja, a convergéncia de L é mais rapida quando a aumenta. Qual serd a implicagao da
eq. (5.16) para a convergéncia de Q)7 Essa pergunta pode ser respondida com auxilio do

Teorema 5.2.1, de onde obtemos que a cota

1
bmiz(Q|b<2/3,a<1-b) = %tmix(L\b:WS,a:O) ) (5.17)

que nao depende de a. Uma maneira de entender porque isso ocorre é notando que, se
a # 0 o nimero de passos do CQA necessario para que tenhamos ¢ passos de L é ﬁ Mas
a cadeia L é acelerada pelo fator (1 — a) que cancela o outro fator.

A eq. (5.17) se baseia numa cota onde estamos efetivamente ignorando a possibilidade
de que a matriz T' possa também ajudar na convergéncia. Isso quer dizer que em geral
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Figura 5.1: Reproduzido de [28]|. Céalculo numérico do inverso do gap

espectral usando XY, CNOT ou U(4). XY e CNOT, que tem o mesmo
valor de b = 2/3, tem desempenhos equivalentes. O valor de b maior
faz com que ambas sejam mais rapidas do que U(4) (b = 3/5).

tmizq Pode em principio depender de a, pois a é a chance da matriz T" ser escolhida em
cada passo de (). Entretanto note que nem 7" nem a chance de escolha de T' (num passo
de @) dependem de b e portanto o comportamento com b na eq. (5.17) é o correto.
Intuitivamente esperamos que a matriz T, que s6 realiza transposicoes, seja em geral
pouco relevante para diminuir a distancia d(t), note que em particular ela nao pode ajudar
na convergéncia do peso de Hamming. Ainda assim sabemos que um valor maior de
a, sem alterar b, nunca torna a convergéncia mais lenta, pois seu tunico efeito é realizar
mais transposicoes. E portanto podemos fornecer a seguinte ordem parcial em relacao ao
desempenho de diferentes ensembles: dados dois ensembles com mesmo valor de a, sera
mais rapido o que tiver maior valor de b. Por outro lado se dois ensembles tém mesmo
valor de b e valores diferentes de a, aquele com maior valor de a poderia em principio vir a
ser mais rapido. Em particular, por exemplo, o ensemble uniforme (que, como vimos nos
exemplos do Teorema 4.2.1, tem b = 3/5 e a = 1/5 ) convergird mais lentamente do que
um ensemble como o ‘porta-fixa’ com porta XY (ou DCNOT'), o qual tem b = 2/3 ~ 0.67
e a = 1/3, um resultado que confirma uma analise numérica feita em [28], ver figura 5.1.
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Estes mesmos resultados numéricos também apoédiam o argumento heuristico dado acima
de que a seja na verdade praticamente irrelevante para o tempo de mistura de (. Isto
pode ser mostrado estritamente para certas condicoes iniciais especificas: repare que se a
distribuicao inicial sobre as strings for invariante por permutacoes das coordenadas, o que
acontece por exemplo com o estado |1)) = |0...0) (veja Segao 2.2) , as transposigoes sao
desnecessarias e a convergéncia é com certeza totalmente independente do parametro a.

5.5 Tempo de mistura via grupos

Nessa Secao vamos estudar um outro problema, semelhante ao que estivemos estudando
até o momento, no qual podemos utilizar uma técnica elegante de andlise de convergéncia
baseada na teoria de passeios aleatorios em grupos. Essencialmente, estudaremos uma
cadeia semelhante a L, para a qual conseguiremos obter uma cota para o tempo de con-
vergéncia. Discutiremos a semelhanca dos dois problemas e a possibilidade de usar o
resultado desta Segao para fornecer informacao sobre o problema anterior.

5.5.1 Passeios aleatérios em Grupos

Dado um grupo finito G composto pelos elementos {g;} e pela operagao de grupo (-), e
ainda uma distribuigdo de probabilidade v(g) com g € G , podemos definir um passeio
aleatério sobre G da seguinte forma: em cada passo do passeio, o elemento g vai para o
elemento h - g com probabilidade (k).

Esse passeio nada mais é do que uma cadeia de Markov no espaco de estados G, com
a matriz de transicdo G(g,h) = vy(h-g7'). 7 Observe que a aplicagao seguida dessa
matriz pode ser escrita em termos da convolugao de v com ela propria, e.g.: G*(g,s) =
Sop(s-hTy(h-g7h) = 9"2(g, 5).

Toda cadeia de Markov que se encaixa nessa definicao tem as seguintes propriedades,
de facil demonstragao (Se¢ao 2.6 de [32])

e A distribui¢ao uniforme 7(g) = |G|~! é uma distribuigao estacionéria.

e A cadeia G é irredutivel se, e somente se, o conjunto {g|y(g) > 0} gera G. E nesse
caso a distribuicao uniforme é a tnica distribuicao estacionaria.

e A cadeia G é transitiva .

T~ & uma distribuicdo fiza, e ndo deve ser confundida com uma distribuicdo de probabilidade v = °G*
evoluindo sob a acdo da cadeia de Markov G.
8Essa propriedade serd definida e utilizada na Secdo 5.6.3 .

76



O mapeamento em uma passeio de grupo é vantajoso pois além das propriedades acima
existem técnicas poderosas para a analise de tempo de mistura. Essas técnicas, intro-
duzidas por Persi Diaconis e David Aldous [35], se baseiam na teoria de representagoes
irredutiveis de um grupo e na generalizacao da Transformada de Fourier. Nao temos es-
paco nesta dissertacao para uma explicacao destes métodos, que sao introduzidos de forma
admiravelmente clara em [30], por isso daremos apenas alguns conceitos e resultados-chave
para sua utilizacao.

Comecamos com a idéia de Transformada de Fourier em grupos: dada uma funcao f(g)
definida em G, a sua transformada é a funcao

Fo) =" fl9)elg). (5.18)

geG

Aqui, p é uma representagao irredutivel (irrep) de G. Assim, f tem como dominio o
conjunto de irreps de G, e sua imagem, para cada p, estd no espaco de matrizes que
realizam essa irrep. Repare que a eq. (5.18) é a Transformada de Fourier discreta usual se
G ¢é o grupo Z, formado pelos inteiros (mod n) sob soma (mod n).

Para o estudo de passeios em grupos, o resultado que mais nos seré 1til é o que da uma
cota superior para a distancia TV, apos t passos a partir de qualquer distribuicao inicial:

vl <5 Y 4T 0)) (519)

irreps#l

Nesta equagao, a soma é sobre todas as irreps p nao triviais de G, e d, é a dimensao de p.
Para grupos abelianos, como é o grupo que analisaremos, todas as representacoes sao
unidimensionais e as eqs (5.18) e (5.19) podem ser agrupadas na forma

[7* = 7|5, < }1 > (Z 7(9)/)(9)) : (5.20)

irreps#l \g€Z

5.5.2 Mapeamento num passeio de grupo

Retornemos agora ao nosso problema de interesse. Nessa Secao vamos mostrar como uma
cadeia L semelhante a L pode ser mapeada num passeio de grupo.

Para motivar a definicdo de L, vamos olhar novamente para a dinamica da cadeia
L. Vimos na Secao 4.5 que esta dindmica pode ser interpretada da seguinte maneira:
escolha uma coordenada e mude-a com as probabilidades dadas pela eq. (4.19). Repare

que L(()ill/Lylo =3H/(H — 1). Em outras palavras, para estados com pesos de Hamming
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H > 1, a razao entre essas duas probabilidades é praticamente constante e igual a 3.
Como, para sistemas de tamanho n > 1, a quase totalidade dos estados p satisfaz esta
propriedade, podemos esperar que a cadeia L se comporte de forma semelhante a uma
outra cadeia em que fixamos o valor dessa razao em 3 exatamente. Temos de ter algum
cuidado, porém, ja que os estados que nao satisfazem a propriedade (ou seja, tém H ~ 1)
sao justamente os que demoram mais para convergir até o estado estacionario de L.

Para simplificar nossa anéalise, fazemos ainda mais uma modifica¢ao: tomamos L como
uma versao mais rapida de L, ou seja, diminuindo a probabilidade da cadeia nao avancar
em cada passo. Dadas essas consideracoes, definimos entdao a cadeia modificada L da
seguinte forma: em cada passo, escolhe-se uma das coordenadas ¢, e a mudamos com as
seguintes probabilidades (compare a eq. (4.19)):

B =1 B =13 D=0 D0, = a3 (5.21)
Note que, ao contrario do que ocorre com L, as probabilidades de transicao para L sio
independentes do estado.

A cadeia L foi estudada por Oliveira et al. em [18], 0os quais usaram um argumento
de acoplamento para mostrar que ela tem gap A = Q(1/3n). A partir dai, estes autores
usaram entdo um argumento de comparagao de cadeias |5'| para obter um limite de ordem
A = Q(1/3n(n — 1)) para o gap da cadeia @ °. A eq. (2.27) garante entdo uma cota de
O(n?) para t,;.q neste caso. O Teorema 5.2.1 implica que este argumento, bem como a
cota obtida, pode ser estendido para todos os ensembles localmente invariantes, bastando
comparar-se a cadeia L com a L.

Pela eq. (2.27), a cota obtida em [18] para o gap de L implica que esta cadeia tem um
tempo de mistura de ordem O(n?). Mostramos agora um outro argumento, baseado num
mapeamento em um passeio de grupo, que melhora esta cota para O(nlogn).

Note primeiro que a cadeia L em sindo é um passeio de grupo, entre outras coisas porque
nao tem estado estacionario uniforme. Podemos porém mapeé-la num passeio de grupo
expandindo a cadeia de volta para um espaco de estados maior. Especificamente, voltamos
a associar o valor 1 em cada coordenada a trés valores possiveis, que chamaremos agora de
1,2 ou 3, e definimos a cadeia expandida G sobre o espago Z = {0,1,2,3}" da seguinte
maneira: escolha uma coordenada i. Se ela for 0, mude-a para 1,2 ou 3 com probabilidades
iguais (1/3 para cada). Se for igual a 1,2,0u 3, mude-a para 0 com probabilidade 1/3, e
com probabilidade 2/3 mude para 1 dos valores diferentes de 0, que nao seja 0 mesmo do
valor anterior, uniformemente. Vale notar que, embora estejamos voltando a um espaco de
estados isomorfo ao original, a cadeia G nao sera igual, nem préxima, a cadeia original P.

9Estes autores estudaram caso do ensemble ‘porta-fixa’ com C = CNOT, para o qual vimos na
eq. (4.14) que a = 0. Neste caso Q =M ~ L .
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Para ver que essa nova cadeia G em Zj é uma passeio aleatorio de grupo precisamos
exibir a opera¢ao de grupo e definir uma distribui¢ao fixa v(g)) que reproduza o passeio
descrito acima. A operagdo de grupo serd a soma (modulo 4) coordenada a coordenada.
A distribuicao 7 sera uniforme sobre o subconjunto de strings g que tém exatamente uma,
coordenada nao-nula, e zero para todas as outros strings. Existem 3n strings dessa forma
(cada coordenada podendo valer 1,2 ou 3), e portanto a probabilidade de escolha de cada
um desses ¢ 1/3n. Temos assim:

V(g (5.22)

7) = 1/3n  se existe j tal que g; =0Vi # je g; # 0,
0 outros casos .
E facil ver que essa cadeia reproduz a dinamica desejada. Note que o conjunto {g]y(g) >
0} gera o grupo ZJ. Portanto, a cadeia é irredutivel, e seu tnico estado estacionério é a
distribuicao uniforme.

Transformada de Fourier de v

Para usar as técnicas de Transformada de grupo que introduzimos acima o primeiro passo
é a obtencao das representacoes irredutiveis do grupo Zj, esse é o objetivo dessa Secao.
Usaremos a teoria elementar de representacoes em grupos, uma boa referéncia para o tema
é [58].

Defina os “vetores de base cartesiana” (elementos com exatamente um 1 que estd na
i-ésima coordenada) como €;, essa “base” gera todos os elementos ¢ do grupo pois

n
i=1Ie@.
i=1
O grupo Z} é abeliano, e por isso tem tantas representacoes irredutiveis p quanto
elementos, e todas sao unidimensionais. Isso torna simples a obtencao das irreps.
Como cada representacao deve manter a estrutura do grupo temos que

e portanto uma representacao fica definida para todo o grupo se soubermos p(€;) Vi. Além
disso, como (€;)* = id entdo p*(&;) = p(I) = 1. Portanto p(&;) é uma das raizes de quarta
ordem da unidade. Temos uma representacao diferente para cada uma das 4 escolhas
para p(€;) (1,-1, ¢ ou —i) para cada uma das n componentes, e assim temos todas as 4"
representacoes irredutiveis de Zj.
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Agora podemos calcular a Transformada de Fourier de grupo da eq. (5.18),

n (5.23)

= 3, 2_(p(@) + p*(&) + (&),

i=1
os termos da soma na eq. (5.23) valem 3 se p(¢;) = 1 e valem -1 nos demais casos. Se deno-
tarmos por |p| o nimero de componentes em que p(€;) # 1 na representa¢ao p poderemos

escrever (5.23) como

. 4lp|
=1—-—.
Y(p) an
Com a eq. (5.24) poderemos obter o principal resultado dessa Secao:

(5.24)

Teorema 5.5.1. Seja t = 32(In(3n) +20), para 0 > 0. A distdncia TV a estacionariedade
apos t passos de G €

-0
_ *t €
d(t) = |7 = 7| < 7 (5.25)
Em consequéncia, o tempo de mistura de G a uma distincia € satisfaz
tmizc(€) = O(nln(n/e)) (5.26)

Prova: Basta introduzir a eq. (5.24) na eq. (5.19) para obter:

|

. L 4lpl\*
vrl<g X (1-59)

irreps#£l

1 ¢~ (n 4o\
— glel 1 = 228
2 () (-5

lp|=1

agora usando (IZI) < % el —z<e " temos:
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|
*t _ |2 V_glel ,~8tlel/3n
! v = !
Ipl 1

1 zn: exp(In(3n) — 8t/3n)]”
4 !

—_

Z {explexp(In(3n) — 8t/3n)] — 1} .

Agora se t = 22(In(3n) + 26), o lado direito desta equacdo fica igual a exp(e™?’) — 1.
Podemos entdo usar o fato que e —1 < 2z para 0 < z <1 e obtemos a cota da eq. (5.25).
Finalmente, escolhendo € = ¢~?/4/2, de modo que d(t) < ¢, entdo o tempo acima é uma
cota superior para t,;.c(€) pela eq. (2.24). Substituindo o valor de € pode se ver que este

t satisfaz
t=0 (nln(n/e*)) =O(nln(n/e)) .0 (5.27)

Projecao em uma cadeia de peso de Hamming

Da mesma forma como, na Se¢ao 4.6, projetamos a cadeia () em uma cadeia de peso de
Hamming Z, podemos fazer o mesmo para as cadeias L ou G. E facil ver que essa projecao,
que chamaremos de Zg, também é uma cadeia do tipo Birth-and-Death, com os seguintes
elementos nao-nulos:

—H
Zo(H, H +1) = :
n
1H
Zo(H H—1) ===, (5.28)
3n
2H
JoH H) = —— .

Evidentemente, Z¢ também converge com tempo de mistura t¢,,;; = O(nlogn). Na Secao
5.6 veremos que na verdade G e Zg tém exatamente o mesmo tempo de mistura.

5.5.3 Discussao comparativa

Nessa Segao esbocamos algumas idéias sobre a possivel relevancia dos resultados acima
para a analise da cadeia de Markov L que governa o problema de nosso real interesse. Nao
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conseguimos obter resultados conclusivos a esse respeito, portanto elas devem ser tomadas
apenas como especulagoes.

Recorde que, quando definimos f/, propositalmente fizemos com que esta cadeia tivesse
uma probabilidade menor de ficar parada em cada passo, comparada com L. Heuristica-
mente, pode-se esperar entao a principio que L convirja mais rapidamente que L. Neste
caso, porém, a cota derivada na eq. (5.27) nao nos diria nada sobre esta tltima cadeia.

Podemos, entretanto, fornecer um outro argumento heuristico no sentido oposto. Para
isto, precisamos de um conceito adicional, a saber o de uma ‘versao acelerada’ de uma
cadeia. Dada uma cadeia N qualquer definimos sua versido acelerada N4 como a cadeia
condicionada ao fato de ter andado em cada passo. Em outras palavras, a cadeia acel-
erada é obtida eliminando-se os elementos diagonais da matriz de transi¢ao (ou seja,
eliminando-se a possibilidade do passeio nao andar), mas mantendo as razoes entre as
demais probabilidades de transicio. Formalmente, se N4 é a versdo acelerada de N entdo
NA(x,y) = N(z,y)/(1 — N(x,z)) para x # y e N(z,x) = 0.19,

Com este procedimento, podemos verificar que as cadeias Z e Zg possuem versoes
aceleradas semelhantes:

3(n—H)
ZMH H+1)= —— 7
(H, H +1) 3n—2H — 1
H-1 (5.29)
ZMHH—-1)= ——
(H, ) 3n—2H — 1
ZANH,H) =0,
3(n—H)
ZAH H+1)=>——2
G, H+1) 3n —2H
H (5.30)
ZAHH-1)= ———
Z5(H,H)=0.

Pode se observar porém que a cadeia Z& tem um viés na direcio positiva que é estritamente
menor que a de Z4. Assim, se ela partir de uma condicio inicial com H = O(1), esperamos

entao que ela leve um tempo <TZ3> maior, em média, que o de Z4 para atingir um valor

de H proximo do estacionario, 3n/4. Vale notar que sdo essas as condigoes iniciais que
demoram mais tempo, em média para atingir este valor. Esperamos entao que, no pior
caso, esse tempo médio de chegada (ou hitting time) para as cadeias aceleradas seja no

10FEsta cadeia em geral ndo serd aperiédica. Quando isto for um problema, pode-se sempre definir
NA(z,z) = a para « suficientemente pequeno
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méaximo igual ao tempo de mistura da respectiva cadeia nao-acelerada Z ou Zg. Neste
caso terfamos, por exemplo max (77) < max < (7z.) < tmizz, = O(nlogn)

Por outro lado, se somarmos o nimero médio de passos que a cadeia nao-acelerada
fica parada com o tempo médio de chegada da cadeia acelerada, temos o tempo médio
de chegada para a cadeia nao-acelerada. E é possivel em muitos casos, vide por exemplo
Teorema 10.15 de [32], limitar o tempo de mistura de uma cadeia pelos maximos tempos
médios de chegada de um ponto a outro do espago de estados. Se um resultado deste
tipo valer aqui, terfamos entao t;,z < max(7z) + max (Tesperaz), onde (Tesperaz) € O
nimero de passos que a cadeia fica parada, em média, até ocorrer a chegada ao ponto-alvo.
Pelo argumento anterior, o primeiro termo desta soma é O(nlogn). E, segundo parte da
demonstragao de convergéncia de Z feita em [27], o segundo termo também é O(nlogn).

Em conclusao: se este argumento heuristico puder ser formalizado, forneceria uma prova
alternativa do fato de que a convergéncia de Z como um todo leva O(nlogn) passos. Como
ja mencionado anteriormente, a prova deste fato apresentada em [27] é muito mais longa.
(Entretanto, como dito acima, também necessitariamos de parte dela).

5.6 Cutoff

5.6.1 Definicao e propriedades gerais

O algoritmo que estudamos leva a geracao de um unitario aleatério e nesses processos
de randomizagio ocorre frequentemente o fenomeno conhecido como corte abrupto [52].
Intuitivamente, um corte abrupto ocorre quando o processo converge abruptamente de um
estado longe do randomizado para um randomizado em uma estreita janela de tempo. Um
exemplo pratico bem conhecido se d4 no embaralhar de um baralho de cartas inicialmente
ordenado. Se realizamos apenas uma ou duas embaralhadas, ainda podemos observar
bastante ordem remanescente nas cartas; assim, o baralho ainda nao esta bem randomizado.
Porém, basta um ntimero finito de embaralhadas para que as cartas fiquem completamente
aleatorizadas. Este fenomeno foi estudado matematicamente pela primeira vez por Aldous
e Diaconis no artigo [35], onde demonstraram que sete embaralhadas (de um determinado
tipo) sao suficientes.

No contexto de cadeias de Markov, um corte abrupto ocorre quando a convergéncia da
cadeia se d4 com um nimero de passos muito bem delimitado. Ou seja, a distancia TV
passa de valores ~ 1 para valores ~ 0 em um ntimero de passos pequeno se comparado ao
numero total de passos necessarios. Daremos a seguir algumas nocoes e resultados precisos
ja conhecidos, para uma introdugao a esse fenémeno veja o Capitulo 18 de [32] ou o Capitulo
3 de [36] para uma introdugao dada por um dos responsaveis pelo desenvolvimento da area.
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Mais precisamente, podemos definir um conceito de corte abrupto quando temos uma
familia de cadeias semelhantes definidas em espacos cujo tamanho depende de um parametro
n. Nesse caso definimos que ocorre um corte abrupto quando os tempos de mistura dessas

cadeias satisfazem

lim (n)’m& =1. (5.31)
" tnin (1 =€)
Ou seja, ha corte abrupto quando, para n suficientemente grande, o tempo de mistura é
essencialmente o mesmo para qualquer valor de € € (0,1). Do ponto de vista da distancia
ao estado estacionario, h4 um comportamento abrupto na (passagem do seu valor maximo
para seu valor minimo num tempo desprezivel frente a ¢ ") Esse comportamento esta
ilustrado qualitativamente na figura 5.2.
Essa figura motiva uma defini¢ao equivalente (demonstrada no Capitulo 18 de [32]).
Ha um corte abrupto se e s6 se a distancia a estacionariedade da cadeia n satisfaz

mix*®

n 0 <1
lim dy(ct®) =4 ¢ . (5.32)
n—00 lsec>1
Diz-se ainda que a sequéncia de cadeias de Markov tem janela {w,} = o(tfg?x) se existe

uma constante c.,tal que, para n qualquer

mzz(g) mzm(l - 6) < Cely.

Claramente a existéncia de uma janela com essas propriedades implica que a cadeia
tem corte abrupto.

Note que demonstrar um corte abrupto significa dar uma nog¢ao bem mais precisa do
tempo de mistura de uma cadeia do que simplesmente dizer que tisl)m ¢ de alguma ordem

O(f(n)). Se um corte abrupto existe em, digamos, nlogn, entdo nao apenas é verdade

que t," = O(nlogn), mas o coeficiente constante nesta dependéncia é precisamente 1.

max

Encontrar o ponto exato de corte abrupto é portanto, em geral, uma tarefa dificil.

Sabe-se hoje que uma grande variedade de cadeias de Markov apresenta corte abrupto
como por exemplos passeios aleatorios em grupo e muitos tipos de embaralhamento. Tam-
bém se conhecem contra-exemplos de cadeias que nao exibem o fenomeno. Mesmo assim,
ainda nao existe um critério geral para caracterizar as cadeias que possuem corte abrupto,
e continua sendo um tema de pesquisa na comunidade de cadeias de Markov provar e
caracterizar a existéncia de corte abrupto em diversas categorias especiais de cadeias.

Existe porém o seguinte critério necessdrio simples para a existéncia de um corte abrupto

[59]:
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Teorema 5.6.1. Se uma sequéncia de cadeias ergodicas exibe corte abrupto, entao neces-
sariamente seus tempos de mistura e gaps espectrais satisfazem

1m1@$rAW>ea>. (5.33)

~

dﬂ’('r)

\_

7 J

Iilli)i

Figura 5.2: Comportamento qualitativo da distancia a esta-
cionariedade de uma sequéncia de cadeias que exibe corte
abrupto.

5.6.2 Cutoff em cadeias Birth-and-Death

Como vimos na Se¢ao 4.6, uma cadeia Birth-and-Death (BD) é uma cadeia com espago
de estados QQgp = Z,,, e que s6 faz transicoes entre primeiros vizinhos. Para esse tipo de
cadeia recentemente foi provado que o critério do Teorema 5.6.1 é também suficiente, ou
seja:

Teorema 5.6.2. (/79]) Seja BD™ wuma sequéncia de cadeias BD ergddicas. Entdo ela
exibe corte abrupto se e sd se a eq. (5.33) for vdlida. Ainda, a janela de corte abrupto ¢é

no mdzimo O (\/t%m/A(")).

Este resultado nada diz, porém, sobre o tempo em que o corte abrupto ocorre.
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5.6.3 Cutoff em CQAs

Em estudos anteriores de CQAs, alguns autores notaram, através de simuagoes numéricas,
a aparente existéncia de um corte abrupto neste processo |18, 28|. Por exemplo, na fig. 5.3
reproduzimos uma figura de [18], no qual nota-se um comportamento semelhante a fig. 5.2
acima.

TV
o
h

- = - N=40(stabilizer) | 5
—— N=80(stabilizer) e
-+ N=200(stabilizer) NEng

r==0ng i=inf=l-F,

0 20 40
Steps(rescaled)

Figura 5.3: Reproduzido de [18]|. Evidéncia numérica do efeito de corte
abrupto: a distancia TV cai cada vez mais abruptamente a medida que
o nimero n de g-bits cresce.

Nesta Secao apresentamos alguns resultados analiticos que dao apoio a essa possibili-
dade. Embora nao chegamos a conseguir mostrar a existéncia de um corte abrupto para a
cadeia P como um todo, podemos mostrar os seguintes resultados parciais

Lema 5.6.1. A cadeia de peso de Hamming Z exibe corte abrupto .
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Prova: Sabemos, da eq. (4.22) que Z é uma cadeia do tipo BD ergodica. Vimos na
Se¢ao 4.6 que tyiz = O(nlogn) e Ay = Q(1/n). Portanto a cadeia satisfaz as condigoes
do Teorema 5.6.2 e possui corte abrupto.

Podemos ainda mostrar que
Lema 5.6.2. O passeio de grupo G (e sua proje¢ao Zg) possuem um mesmo corte abrupto.

Prova: Para a cadeia Zg, que também é uma cadeia BD ergodica, podemos usar
exatamente os mesmos argumentos do lema anterior: primeiro, sabemos pelo Teorema
5.5.1 que tmizze, = O(nlogn), e pelos mesmos argumentos que serdo apresentados na
Segao 5.7 temos que o gap é 2(1/n). Portanto essa cadeia também possui corte abrupto.

Podemos estender este resultado para a cadeia G como um todo usando a propriedade
de que todo passeio aleatorio em grupos ¢ uma cadeia transitiva. Dizemos que uma cadeia
P & transitiva se para cada par de elementos (g1, g2) € €2 existe uma bijecao Q2 — ) tal
que:

flg1) =92 e P(g3,94) = P(f(93), f(94)) Vg3, 91 € Q2.

Intuitivamente, uma cadeia ser transitiva significa que ela se comporta de forma semelhante
em todos os pontos do espaco de estados. Todo passeio em grupo ¢ transitivo, pois basta
escolher f(g) = gg;'ga. Ou seja, a cadeia GG ¢ a mesma independentemente do rétulo
dos seus elementos. Assim o tempo necessario para chegar proximo a estacionaridade
é 0 mesmo para qualquer condicao inicial concentrada em um tnico elemento. Ainda,
argumentos apresentados no capitulo 18 de [32] mostram que o tempo de mistura de G é
exatamente o mesmo de sua projecao Zg. Portanto a cadeia G também tem corte abrupto

de janela O(ny/logn). O

O argumento usado acima para G nao pode ser usado da mesma forma para P, pois
esta tultima cadeia nao é transitiva. Como ela é ainda invariante por permutacoes, continua
sendo verdade que toda condi¢ao inicial com essa simetria converge no mesmo instante,
o qual serd também o instante de corte abrupto de Z pelos mesmos argumentos de antes.
Porém, ainda é possivel em principio que uma condicao inicial assimétrica leve mais tempo
para convergir ao estado estacionario. A questao continua em aberto portanto. Um cam-
inho possivel para atacar o problema talvez seja tentar adaptar resultados recentes sobre
corte abruptos em passeios tipo Ising (ver Se¢do 7.2.1 na Conclusao), dada a semelhanga
dessas cadeias com a cadeia L.
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5.7 Analise da convergéncia a um 2-desenho através de
P

Nessa Secao chegamos aos resultados finais da demonstracao de convergéncia, ligando o
tempo de convergéncia da cadeia de Markov P ao tempo de convergéncia do ensemble
de unitarios gerada pelo CQA a um 2-desenho. Esta ligacao esta feita em [27], e segue
igualmente para a nossa demonstragao. Enunciamos apenas entao os principais resultados:

Teorema 5.7.1. [70] Se d(t) é a distincia a estacionaridade da cadeia P no sentido TV
(eq. (2.22)), entao o ensemble p de unitdrios gerado por t passos do CQA é um 2-desenho
de canal d(t)-aprorimado.

Portanto para obter um 2-desenho de canal e-aproximado basta fazer d(t) < e

Teorema 5.7.2. [27] Se a distancia na norma Loy €, apds t passos de P, dy(t) entao o
ensemble p de unitdrios gerado por t passos do CQA é um 2-desenho 2*"d(t)-aprozimado.

Portanto para obter um 2-desenho e-aproximado basta fazer dy(t) < ¢/2".

Usando entao os Teoremas 5.3.1 e 5.7.1, podemos concluir que

Teorema 5.7.3. Seja t = O(nlog(n/e)), apds t passos do CQA o ensemble de unitdrios
gerado € um 2-desenho de canal s-aprorimado .

J& para a convergéncia na defini¢ao 2.4.2 precisamos, segundo o Teorema 5.7.2, obter
a convergéncia de () na norma L.

Porém, resultados gerais da literatura de cadeia de Markov ligam o tempo de mistura
a convergéncia na norma Lo, ou seja, é possivel obter cotas para dy a partir de d(t). Para
isso, usamos as eqs. (2.27) e (2.26) para obter uma cota do gap espectral e com o gap
obteremos to_ ;.

Das egs. (2.28) e (2.24) e do Teorema 5.3.1 temos que, para alguma constante k

knlog(n/e) >

In(1/2¢) ,

no limite ¢ — 0
1-A
A Y
o que implica em A = Q(1/n). Agora da eq. (2.26) temos:

ta—mizq(€') = O(nlog(1/€")),

kn >
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mas, pelo Teorema 5.7.2, para obter um 2-desenho e-aproximado devemos ter dy <
(e/2%"). Pela equacao acima temos

tr-mizq(e/2°n) = O(nlog(2*n/2)) = O(n(n +loge™))
Concluimos assim que

Teorema 5.7.4. Sejat = O(n(n+loge™)) , apds t passos do CQA o ensemble de unitdrios
gerado € um 2-desenho e-aproximado .
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Capitulo 6

Paralelizacao do Algoritmo

Todas as escalas de tempo de convergéncia obtidas nessa dissertacao assumem que cada
passo do circuito quantico aleatorio é aplicado em sequéncia. Entretanto, como cada passo
afeta apenas um tunico par de g-bits, é natural questionar se algum ganho de escala pode
ser obtido por paralelizacao do circuito. Nesse capitulo apresentaremos fortes evidéncias
analiticas e numéricas de que isso de fato ocorre: se as portas forem aplicadas em paralelo,
a profundidade do circuito pode ser reduzida de um fator O(n). Entao, se cada porta
de 2 g-bits pode ser realizada em uma unidade de tempo, o tempo necessario para a
convergéncia para um 2-desenho de canal serd O(logn) e para um 2-desenho sera O(n).
Vale notar que uma conjectura similar quanto a paralelizacao de CQAs foi também feita
em [33]. Nesse trabalho os autores consideram um circuito diferente onde varias portas
CZ sao aplicadas em paralelo, antes do proxima aplicagao de portas CZ realiza-se rotagoes
unitarias locais em todos os g-bits. Simulacoes numéricas para n < 10 parecem indicar
que o gap é constante nesse caso, mas os resultados sao inconclusivos (e nao dao maior
informacao sobre o tempo de mistura).

Repare que esse tipo de estratégia nao reduz o niimero de portas logicas que tém que ser
implementadas, mas diminui o tempo gasto na computacao, também chamado de profun-
didade do algoritmo. A diminuic¢ao da profundidade do algoritmo é especialmente 1util para
computadores quanticos, pois a maioria das implementacoes destes sistemas é fortemente
afetada pela decoeréncia gerada pela interacao com algum “reservatério”. Assim, algoritmos
mais longos necessitam de maior corregao de erros, o que leva a um aumento do niimero
de g-bits fisicos usados para codificar os g-bits logicos, e requer ainda a implementacao de
portas logicas adicionais.

Nesse capitulo vamos examinar uma maneira de paralelizar o CQA proposto.
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Figura 6.1: Representacao grafica da paralelizacao. Cada letra
representa um par que foi escolhido para interagir. O par D que,
acaba de ser escolhido, nao pode ir para a primeira linha pois
a porta logica referente a escolha desse par nao comuta com a
porta logica referente ao par A, e por isso vai para a segunda
linha.

Na figura 6.1 vemos a representacao da paralelizacao proposta. Ela é feita com o auxilio
de um computador classico que sorteia aleatoriamente e independentemente uma sequéncia
de pares' e preenche uma tabela como a representada pela figura 6.2. Vé-se claramente
que esse processo deixa vazios ou espagos nao utilizados em cada linha. Embora nao
seja possivel utilizar todos os espacos em cada linha, s6 precisamos que a densidade de
preenchimento das linhas seja limitada inferiormente por uma constante. Assim poderemos
realizar O(n) portas logicas por unidades de tempo, e o tempo total de execu¢ao diminuiré
de um fator n.

A figura 6.3 apresenta a evidéncia numérica de que esse procedimento de paralelizacao,
apesar de sua simplicidade, leva a um resultado que é qualitativamente tao bom quanto
possivel, j4 que uma fragao constante dos g-bits interage em cada passo. Na proxima
Secao veremos que o procedimento de paralelizacao é um modelo inusitado de crescimento
de superficies, e faremos seu estudo usando algumas ferramentas dessa area.

1Se 0 objetivo ¢ a implementacdo do algoritmo de geracio de um 2-design, a sequéncia de pares deve
conter O(nlogn) ou O(n?) pares, de acordo com o que foi discutido em capitulos anteriores.

91



35

E EE =N E EEE N
] EE B EEE N
EE B E N HE NN ]
n HEEE N ] ]
0 ] EE B n ]
EN EEE ]
EEE B N
] EE B T} ] ]
EE B ] mE ] E m
25 EE_ E N EN N E EH N N N ]
HE E E EEE E ER E m EE N ] ]
E H EEN n ] E N ] 1
] E EE ] E EEEE N EEE
] H_EEE EEE BEEE ]
10 E Em EN T N ] H BN
] 1] N B EEN ] EE N
] ] EE EE N HBN m EE ]
E m EEE EEN BN B N ] 1]
E N EEE N E N n E EEN
15 (T ] EN_ EE_EN E EE n E N Em
EEEEEE B E B H EEE B B ] T
EEEE EE H N E B EE E B
EE H EE HE HEE BN E
E = EEE EE N H EE
10 ] EEE N HE m ] EEN
] H EEN EE EE | E m
n ] H EN EEN ] E HEE N
EE N EE EE N 1 H BN
m BN H N n EEE EE EHN
5 ] E N ] ] ]
HE B ] EE N n EEE
E H_EEN EEEE N
m BN | ] (T T ]
E EEE EE B EEEE EEE EEE N E EE

Figura 6.2: Representacao de uma instancia tipica do processo de paraleliza-
¢ao. Os quadrados presentes mostram as portas logicas que seriam realizadas,
e todos as portas logicas da mesma linha sao realizadas simultaneamente.
Nessa figura, o niimero de colunas é n = 50 e vemos as primeiras 35 linhas.

6.1 Paralelizacao como um problema de deposicao

A situacao sugerida pela fig. 6.2 lembra muito a de modelos de deposi¢ao de particulas
em superficies, uma area da Fisica Estatistica na qual muitos resultados (em sua maioria,
numéricos) tém sido obtido em anos recentes [60]. No nosso caso, trata-se de um modelo
inusitado do ponto de vista fisico, dado que nossas ‘particulas’ sempre caem duas a duas,
mas a distancias arbitrarias uma da outra. Ainda por cima ‘grudam’ em uma mesma altura
assim que a primeira colidir com a superficie abaixo, independente se a outra deixar um
espaco abaixo e/ou aos lados. Mesmo assim, técnicas desta area podem ser adaptadas.

Comecamos notando que a rugosidade da superficie, ou o desvio absoluto da média de
altura das colunas, é o que controla a densidade do preenchimento das linhas. Isso acontece
pois quando a rugosidade é grande, a chance de escolhermos colunas com alturas muito
diferentes aumenta, o que gera mais regioes vazias. Isso acontece pois, ao escolher a coluna
7 e a coluna 7, o numero de espagos vazios gerados ¢ exatamente o modulo da diferenca
entre as alturas das duas colunas.
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Figura 6.3: Simulacao numérica mostrando a densidade de ocupacgao média
das linhas da figura 6.2 em func¢ao do nimero de g-bits. Vé-se que a eficiéncia
da paralelizacao se mantém mesmo no limite n — co. O eixo com o nimero
de g-bits estd em escala logaritmica.

Seja h;(t) a altura (nimero da maior linha ocupada) da i-ésima coluna da figura no
tempo t, e h(t) a média de todas as alturas. Temos:

1 1

(h(t+1)) = (h(t)) + wnn—1)

> (i) = hy(t)] +2)

1,J

(6.1)
= (h(0) + {2+ e DIk - hj<t>|} ,

onde () é a média sobre as escolhas de diferentes pares.
Seja ainda w;(t) = h;(t) — h(t) o desvio da altura da coluna i para a média das alturas,
e ainda w(t) = £ 3, |w;|. Entdo:
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1 1
n(n—1) Z; |hi(t) — hy(t)] = o p— z; |hi(t) — h(t) — (h;(t) — h(t))|
< % (Z il + 2 |wj|>
= 2w(t)

De volta a eq. (6.1), temos

2

(At +1)) = (p(t)) = —(1+w(t)) (6.2)

Assim, basta mostrar que a rugosidade é limitada por uma constante (wy) durante toda
a deposicao para que tenhamos

(1)) < (1 + o). (6.3)

Em termos do CQA, isso significa que a profundidade média em cada g-bit fica reduzida
por um fator n apés a paralelizacao. Como a rugosidade média é limitada por wy, nao
esperamos que haja g-bits com profundidades muito superiores a (h(t)) + wog. Isso pode
ainda ser visto pelo fato de que sao justamente as colunas com maior altura que tem menor
crescimento em média, ou seja, se a coluna tiver uma altura maior do que a dispersao seu
crescimento serd impedido pela auséncia de colunas ainda maiores.

Infelizmente, nao sabemos como demonstrar isto analiticamente (e como foi mencionado
acima, poucos resultados completamente analiticos existem nesta area, mesmo com modelos
de deposi¢ao mais bem-comportados fisicamente). Ao invés disso, apresentamos a seguir
agora uma série de argumentos parcialmente analiticos e parcialmente heuristicos. Fazemos
também algumas simula¢oes que confirmam esses argumentos.

6.1.1 Descricao estocastica

Uma estratégia frequentemente utilizada é construir uma equacao de crescimento estocas-
tico para cada variavel h;. Essa equacao deve descrever o mesmo comportamento médio
do modelo original, e deve conter flutuacoes de maneira a imitar o modelo. Veremos que
o mesmo comportamento qualitativo é obtido de maneira largamente independente da
intensidade da flutuacao, o que justifica o emprego da descricao estocastica.

94



Figura 6.4: Representacao de uma instancia possivel para a dinamica
da variavel w;, que é decorrente da acao de um forca estocastica e de
um potencial atrator (em vermelho).

Do modelo, temos que a altura de uma coluna ¢+ muda quando essa ¢ escolhida junto
com a coluna j. Se a coluna j é menor ou igual & coluna ¢, a coluna ¢ simplesmente aumenta
em 1 unidade sua altura, e se a coluna j ¢ mais alta, a coluna i aumenta de (h; — h; +1).
Assim, a variacao de altura que uma coluna sofre é tanto maior quanto menor for sua
altura, o que tende a equalizar as alturas (e portanto reduzir a rugosidade). Veremos que
esse comportamento qualitativo é suficiente para mostrarmos que a rugosidade é limitada.
Para isso formulamos a equacgao estocéstica

hi(t+ 1) — hi(t) = F(h;)

onde F(h;) é uma forca estocastica que tem a mesma forma para todas as colunas, devido
a simetria do problema, e com a propriedade:

<f(hz)> > <f(hj)>, se hj > hz

A equacao para a dispersao fica:

wi(t +1) —w;(t) = F(hy) +h(t+1) = h(t) = G(w;).
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Figura 6.5: Simulagado numérica do desvio absoluto médio das alturas das
colunas do processo de paralelizacao representado na fig 6.2 em funcao do
tempo dividido pelo tamanho n.

Como (w;(t)) =0 e (G(w;)) é também monotonamente decrescente, entao (G(w;))
deve ser nula para algum valor de w; = wg—g). Para valores de w; maiores do que wg—o),
a for¢ca média (G(w;)) é negativa, e para valores menores, é positiva. Ou seja, a variavel
w; € como uma particula browniana que é impedida de difundir por um potencial atrator.
Esse potencial é o que faz com que a forca estocastica tenha média nao-nula. Assim,
a dispersao média de w(t) é determinada pela forma do potencial e pela intensidade da
forca estocastica. A origem do potencial atrator efetivo é a correlacao entre as alturas das
colunas gerada pelo modelo de deposi¢ao, que é independente de n. A parte ruidosa de
média zero da forga estocastica estd ligada & possibilidade de escolha de diferentes pares
de colunas para interagir?, e também ¢é independente de n, mas esta sujeita a efeitos de
tamanho finito como vemos na figura 6.4. Por isso, a dispersao de w; é essencialmente
independente de n e é limitada superiormente.

2A rigor, o ruido também depende de w;. Considere, por exemplo, uma coluna com w; muito maior
que a média. Essa coluna vai, com quase certeza, crescer muito pouco, mas como w;(0) = 0, podemos
supor o ruido independente de w; e mostrar que a dispersao é limitada, justificando essa simplificacao.
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Capitulo 7

Conclusao

Resumimos agora os principais resultados alcancados deste trabalho, e tragamos algumas
linhas para investigagao futura.

7.1 Resumo dos resultados

Antes de resumir nossos resultados, convém coloca-los em contexto relembrando mais uma
vez os resultados de outros autores, em particular os de Harrow e Low na ref. [27], dos
quais nosso trabalho pode ser considerado uma (modesta) corre¢io e extensao.

Recordando, esses autores identificaram o problema de demonstrar a convergéncia de
um CQA a um k-desenho de unitarios, e desenvolveram as linhas gerais da anélise que
apresentamos. Apoiando-se nos resultados anteriores de [18], eles reduziram o problema,
no caso k = 2 a convergéncia de uma cadeia de Markov P. Eles demonstraram a existéncia
dessa cadeia para uma ampla familia de ensembles (mais larga do que consideramos neste
trabalho), e mostraram que, para todos esses casos, o gap espectral A da cadeia tem a
mesma, ordem em n.

A partir dai, porém, seus resultados se apdiam na analise detalhada do tempo de
mistura t,,;, da cadeia no caso de um ensemble em particular, a saber o uniforme. Com
uma analise extremamente rebuscada, eles conseguiram demonstrar que a cadeia de peso de
Hamming (cadeia Z) para esta cadeia converge (no sentido de norma TV) em O(nlog(n/c))
passos. Em seguida, argumentaram, usando um argumento do tipo coupon collector, que
isso implicaria a convergéncia da cadeia P como um todo nesta mesma ordem em n. Sendo
este resultado verdade para o ensemble uniforme, eles mostraram que a equivaléncia em
gaps mencionada acima pode ser usada para ver que, para todos os outros ensembles vale
o resultado mais fraco de que a convergéncia (no sentido tanto da norma TV quanto da
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quadrética) ocorre em O(n(n + log(s™!)) passos.

Finalmente, usando este ultimo resultado HL mostraram que, para todos os ensembles,
a convergéncia para um 2-desenho e-aproximado ocorre em O(n(n + log(¢™!)) passos. No
sentido de um 2-desenho de canal, que depende da norma 7'V e nao da norma quadratica,
a convergéncia ocorreria em O(nlog(n/e)) passos no caso do ensemble uniforme, devido a
cota mais justa obtida neste caso para a cadeia de Markov.

Neste contexto, podemos fazer o seguinte resumo e comentérios gerais sobre os nossos
resultados

e Comecamos mostrando que, para uma larga classe de ensembles que denominamos
‘localmente invariantes’, a evolucao dos segundos momentos é descrita exatamente
por uma cadeia de Markov (sem termos que decaem exponencialmente) (Se¢ao 3.1).
Esta cadeia tem, para todos os ensembles desta categoria, uma mesma forma geral
simples, dependendo de apenas dois parametros (Capitulo 4). Estudamos como esses
parametros se comportam para diversos exemplos de ensembles localmente invari-
antes, inclusive muitos que sao mais convenientes a implementacao experimental do
que o ensemble uniforme (Segao 4.2).

e Em seguida, apontamos uma falha relevante na demonstragao de |27] descrita acima,
a saber na passagem da convergéncia da cadeia Z para a P por um argumento de
coupon collector simples, que esta incorreta. Por implicacao, o restante do argumento
ficaria comprometido.

e Para contornar este problema, fizemos (Se¢ao 5.2) uma derivagdo independente de
uma cota de ordem O(nlog(n/e)) para o tempo de mistura da cadeia P. O argumento
fez uso de uma decomposicao favordvel da cadeia original em uma combinacao con-
vexa de cadeias comutantes (eq. (4.16)), a qual pode ser reduzida ainda a uma cadeia
mais simples L do tipo ‘campo médio’ (eq. (4.19)), onde no maximo uma coordenada
evolui em cada passo. Neste caso pudemos aplicar uma técnica de acoplamento para
encontrar o tempo de mistura (Se¢ao 5.3).

e Este resultado nao so confirma aquele alegado em [27] para o ensemble uniforme, mas
estende-o para todos os ensembles localmente invariantes (com b > 0) (melhorando,
portanto, a cota para o tempo de mistura nestes casos). Da mesma forma, automati-
camente todos os resultados mais fortes com respeito a convergéncia a 2-desenhos de
canal podem igualmente ser estendidos para essa classe mais ampla de ensembles.
Ainda, a dependéncia detalhada da cadeia com os parametros a e b permite estab-
elecermos uma hierarquia parcial dos ensembles localmente invariantes, identificando
aqueles para os quais a convergéncia deve ser mais rapida (Segao 5.4).
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e Nossos resultados ainda se apoiam na longa derivagao feita em [27] para o tempo de
mistura da cadeia Z. Usando técnicas de passeios aleatorios em grupos, apresenta-
mos um argumento, infelizmente nao formalizado, que se correto permitiria reduzir
parcialmente esta dependéncia (Se¢ao 5.5).

e Finalmente, mostramos, por argumentos parcialmente analiticos e parcialmente numéri-
cos, que explorando o paralelismo natural do modelo de CQA, é possivel reduzir os
tempos de convergéncia obtidos anteriormente por um fator adicional de ordem n.
Em outras palavras, com isso pode-se obter para os ensembles localmente invari-
antes um tempo de convergéncia de ordem O(log(n/e)) para um 2-desenho de canal
g-aproximado, ou de ordem O(n + log(1/¢)) para um 2-desenho e-aproximado.

7.2 Extensoes possiveis

7.2.1 Argumentos para cutoff em L a partir de cadeias de Ising?

O formato da cadeia L (eq. (4.19)) permite interpreté-la como uma cadeia de campo médio.
Em cada passo da cadeia, apenas um sitio, uniformemente escolhido, evolui, e esta evolucao
¢ dada por uma cadeia local cujas probabilidades dependem de uma propriedade global do
estado, o peso de Hamming H.

Esta situacao lembra a que ocorre na chamada cadeia de Ising, uma versao para cadeias
de Markov do modelo de Ising classico (ndo quéantico) da Fisica Estatistica. Essa cadeia
pode ser definida de seguinte maneira (para a definicdo e detalhes, veja Secao 3.3.5 de
[32]): o espago de estados é dado por vetores ¢ com n componentes, cada uma igual a 1
ou —1 (esses valores correspondem a um ‘spin para cima’ ou ‘para baixo’ em cada sitio)'.
Em cada passo da cadeia, escolhe-se um sitio v uniformemente, e define-se o novo valor 41
para aquele spin com probabilidades

P(+1) = = (1 F tanh 3S(0))

N —

onde [ representa a temperatura inversa da cadeia, e
S(o,v) = g Ow
wn~v

é a magnetizacao do estado o em todos os sitios adjacentes a v (i.e., cujos spins interagem
com o spin em v). Para fazer a analogia apropriada com L (na qual assumimos o grafo

! Note que ha uma ligeira diferenca com respeito & cadeia L, onde usamos valores 1 ou 0
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[’ completo), vamos assumir que todos os pares interagem (inclusive cada spin com si
proprio). Nesse caso S é a magnetizacao global do sistema, e traduzindo para o espaco de
estados da cadeia L, temos S = 2H — n.

Note que, no regime de ‘altas temperaturas’ da cadeia de Ising ferromagnética, que
tomamos como [ < 1/n, podemos aproximar tanh(x) ~ r < 1 na expressao acima, e as
probabilidades de obter 0 e 1 ficam ambas aproximadamente iguais a 1/2. Nesse caso é
natural supor que a cadeia misture rapido, e efetivamente sabe-se que o tempo de mistura é
©(nlogn) [37]. Por outro lado, no limite de ‘temperatura baixa’ 3 > 1/n, a probabilidade
de obter spin para cima é muito baixa (P(1) ~ e=#% < 1), independente da magnetizacio.
Assim, o tempo necessario para ‘virar’ um ntmero apreciavel de spins de baixo para cima
deve ser muito grande. Efetivamente sabe-se que ele fica exponencial em n (ha na verdade
uma transi¢ao de fase de um regime para o outro em = 1/n).

No caso da cadeia L, a eq. (4.19) implica que, para condi¢oes iniciais peso de Hamming
baixo, a probabilidade de obter um ‘um’ é muito pequena, o que lembra o comportamento
da cadeia de Ising a baixa temperatura. No entanto, a analogia nao é boa, pois ha uma
diferenca crucial: aqui a probabilidade de obter 1 aumenta rapidamente & medida em que H
vai aumentando, o que acaba acelerando a cadeia ap6s o periodo lento inicial. Comparando-
se com a cadeia de Ising , é como se a ‘temperatura’ da cadeia L fosse aumentando a medida
em que H cresce. Nessas condigoes nao é 6bvio o que vai acontecer com o tempo de mistura.
O que o longo argumento de HL para a cadeia Z faz é essencialmente mostrar que a fase de
‘temperatura baixa’ dura suficientemente pouco para que o seu tempo de mistura continue
de ordem O(nlogn). Como vimos, porém, seu argumento, além de longo nao se aplica
diretamente a cadeia L, necessitando de mais trabalho.

Existe uma enorme quantidade de trabalho feito sobre cadeias de Ising, incusive re-
centemente foram obtidas informagoes detalhadas sobre o cutoff nos varios regimes de
temperatura [35]. E concebivel que algumas das técnicas usadas nesses estudos possa ser
adaptada para a cadeia L, fornecendo tanto uma prova mais simples do seu tempo de
mistura, como também uma prova de cutoff nesta cadeia. Para isto usaria-se um inicio
de demonstracao semelhante ao feito por Harrow e Low, até sair da fase de ‘temperatura
baixa’, e entao continuaria-se a demonstracao usando as técnicas adaptadas.

7.2.2 Convergéncia a k-desenhos de ordem £ > 3

Como mencionamos na Introdugao, foi conjecturado em |27] e hé evidéncias numéricas [31]
de que CQAs também convirjam em tempo polinomial para k-desenhos aproximados com
valores de k£ > 3. Se verdadeira para todo k, esta seria a primeira construcao eficiente
deste tipo.

A principio, esta questao pode ser investigada de forma semelhante ao feito para o caso

101



k = 2, ou seja, estudando a evolucao dos momentos de ordem k na base de Pauli gerados
pelo CQA. Conforme descrito na Secao 3.2, esta evolucao depende dos elementos de matriz
do super-operador de k-twirl Gfﬁ) definido na eq. (2.11). Nesta Secdo, esbogamos como
seria este calculo para o caso k = 3, apontando algumas diferencas significativas para o
caso k = 2 ja estudado.

Precisamos calcular os elementos de matriz ((U(M/@u]éfg \ogz57). Se p é o ensemble

uniforme H, o Teorema 2.3.1 garante que o super-operador Gg; é o projetor no subespaco
839 gerado pelos operadores que permutam trés copias do espaco de dois g-bits. Para
simplificar a discussao, vamos nos ater a este caso.

O primeiro problema entao é obter estes projetores; para isto, temos de obter uma
base ortonormal a partir dos 6 elementos do grupo de permutagoes de trés copias S5 =
{I,(12),(13),(23), (123), (132)}. Aplicando o mesmo procedimento de Gram-Schmidt feito
na eq. (2.17) as 3 transposigoes, nos obtemos os operadores mutuamente ortogonais:

§(12) — 9gng(12) _ j _ Z 0556 - (7.1)
p#0

S =980 1= 0,55, (7.2)
##0

SEY = 9ns 1= o5, (7.3)
##0

O 3-ciclo (123) = (13)(12) é o produto de duas transposi¢oes. Usando a eq. (2.15), ele é
representado nesse caso por

1
§123) — q(13) g(12) _ oo Z 0507 Q07 R 05 .
Pq

Removendo da soma os termos com: p,¢ = 0;p = 0,§ # 0;p # 0, = 0;p = ¢ # O,
podemos reescrever isso como

1 B _ _

8(123) — > (] + 5(12) + 8(13) + S(23)) + Z 0’170'(?@ O'q*@ Op - (74)
P#q
7.0

Pode ser facilmente checado entao que
1

G(123) — ¢(123) _
S - S 22n

(14812 4503 4 3G9 = Z 0505 ® 0q @ 0 (7.5)
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é ortogonal a I, S1? S(13) G239 Usando eq. (2.4), é imediato ver que sua norma quadrada
. (7.6)

é
PG

<<5,(123)|§(123)>> _ Z Tr [og050507 @ T © 1] = 93n (22n 1) (22n 2)
7,340
Considere agora o 3-ciclo restante (132) = (12)(13). Seguindo os mesmos passos, pode-

mos ver que ele é representado por
1 _ _ _
(I+S512 4809+ 5090 43" 07050 07 ® o
P#q

(132) _ ___
S - 22n
pg#0
Note que a tnica diferenga com respeito a eq. (7.4) é a ordenagdo do produto no tltimo
termo. Portanto, se defirnirmos analogamente
1 _ _ _
(14812 4509 4 5B = Z 0405 ® 0 ® 0 , (7.7)
P#q

g(132) — ¢(132) _
S - S 22n
D,q£0

no6s novamente obtemos um oerador ortogonal aos primeiros quatro, e com a mesma norma
No6s podemos entao completar nossa base de seis operadores mutuamente or-

que SU23),
togonais tomando a soma e a diferenca desse dois:
S = gs2) 4 g23) _ Z {0,05} ® 07 ® 0y, (7.8)
AT
P,q7#0
5'(7) = 5(132) — 5(123) = Z [O‘,j, Uﬁ] Koz op (79)
PEq

7.3#0
Um caso especial ocorre para n = 1: nesse caso, os operadores de Pauli o, # o, que

sao ambos # oy satisfazem as relagées de anti-comutagao 0,0, = —0,0, = i€:p,0,, onde
€rpq ¢ 0 simbolo de Levi-Civita anti-simétrico. Portanto o operador S&) some, e
(7.10)

P#q
P,q7#0

Nesse caso os operadores de permutacao de coOpia nao sao linearmente independentes,

gerando um subespaco com dimensao 5 em vez de 6.
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Podemos observar agora dois fatos importante: em primeiro lugar, cada um dos op-
eradores da base ortogonal obtida acima ¢ uma soma uniforme sobre um certo conjunto
de operadores da base de Pauli. Ainda, pode-se notar que os operadores que aparecem
em cada uma destas somas ndo aparecem nas outras. Isto significa entao que, na base de
Pauli, a matriz de Ggfﬂ pode ser escrita na forma bloco-diagonal, sendo cada um dos seis

blocos da forma %Fm, onde F,, é a matriz m X m contendo 1 em todas as suas entradas.

(Compare com a eq. (3.21) para C?S_?J) Em outras palavras, assim como no caso k = 2, a

matriz do ), oy @S)] sera novamente uma matriz de Markov bi-estocéstica. E razoavel con-
jecturar que o mesmo ocorrera para qualquer k, algo que deve ser demonstravel utilizando
propriedades gerais da dualidade Schur-Weyl [39].

Nao é 6bvio, porém, que se possa utilizar diretamente técnicas de cadeias de Markov
para avaliar a convergéncia neste caso, por um motivo simples. Ao contrario do caso k = 2,
onde os tinicos momentos nao-nulos (£2(p)) formavam automaticamente uma distribuigao
de probabilidade quando o estado é puro, para k£ = 3 a matriz de Markov atua em vetores
cujos elementos, da forma (& ()& (p')&(P) ") nao somam 1, e podem em geral ter compo-
nentes negativas. Assim, apesar da matriz de Markov ser bem-comportada, nao é evidente,
a principio, se os resultados usuais de convergéncia de cadeias de Markov sejam adaptaveis
a este caso. Mesmo que sejam, fica ainda naturalmente o problema de encontrar cotas para
a convergéncia. Como se viu, ja no caso k£ = 2 este problema se revelou nao-trivial, entao
a nao ser que se consiga um método mais simples de anéalise, pode ser dificil generalizar o
resultado para valores superiores de k. Vale notar que ja seria um resultado interessante
apenas obter que a convergéncia da cadeia é polinomial (ou seja, sem necessariamente obter
uma cota justa).
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Apéndice A
Cadelas de Markov Preguicosas

Uma cadeia de Markov P* ¢ dita a versdo preguicosa de P se Pl = %. E comum se ver
afirmado (e.g., em [11]) que o tempo de mistura de uma cadeia preguicosa é o dobro da
sua versao original. Como comentamos na Secao 5.2, nao encontramos uma demonstragao
rigorosa deste fato em livros-texto de cadeias de Markov. Veremos que o tempo dobrado
nao é uma regra geral, entretanto poderemos mostrar que esse ¢ um limite superior para o
tempo de mistura da cadeia preguicosa.

Antes de analisar o caso geral vamos tentar entender o que acontece num caso simples.

Considere uma cadeia C' cujo espago de estado é formado pela cara e a coroa de uma
moeda. Em cada passo essa cadeia muda a face virada para cima com probabilidade § < 1.

_1 _
¢= ( e ’ ) autovetores : T= 21(1; 1) = By=1,
) 1—-6 m=1i1,-1) =pf=1-2.

A versao preguicosa de C, que chamaremos CF s6 difere pelo autovalor B = 1 — 4.
Assim a distribuigao de probabilidade (u(t)) apos ¢ passos de C é dada por: u(t) = p(o) Pt =
7+ ¢ym L, onde a condigao inicial é definida pela constante |¢;| < 1. Tomaremos ¢; = 1
por simplicidade. Assim a distancia TV a distribuicao estacionéria, Secao 2.5.2, serd
d(t) = %8| e o tempo de mistura sera,

e = [y | e = [ |
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Figura A.1: Razao entre os tempos de mistura (t,,;,cr/tmizc)
em funcao do parametro 9.

No limite 6 — 0 temos para a razao dos tempos de mistura >~ 2, o que é compativel
com a intuicao. Por outro lado, no limite 6 — 1, o tempo de mistura da cadeia preguigosa
¢ muito menor do que a da cadeia original. Isso nao é inesperado, pois uma cadeia com
gap espectral, veja Secao 2.5.2, A — 0 e 1 < 0 é um cadeia que quase sempre se mexe
e estd tendendo para a aperiodicidade, em outras palavras, se tivermos 0 = 1 a moeda
sempre muda de face e se ela comeca com cara para cima sempre terd cara para cima a
cada duas rodadas e nunca chega a uma distribuicao estacionaria. Quando esse tipo de
cadeia é tornada preguicosa é natural que o tempo de mistura diminua. A interpretacao
acima se mantém mesmo para cadeias maiores e portanto é necesséario que o gap venha de
autovalores positivos para que o tempo mistura das duas cadeias seja comparavel. No caso
geral podemos afirmar que:

Teorema A.0.1. Para qualquer cadeia de Markov P sua versio preguicosa P tem o
tempo de mistura limitado por 2t,.p.

Prova : Suponha que iniciarmos a cadeia P’ no estado p. Apos t passos, a distancia
TV para o estado estacionario vale

d(t) = [|u(P")" = 7|,
D (f) (1/2)! T P' — 1
<> (1) @ er =l (A1)
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onde usamos a expansao binomial e a desigualdade triangular. Para colocar uma cota
nesta ultima expressao, recordamos que a distribui¢ao binomial é fortemente concentrada
emi=1/2,etem desvio padrido o = O(v/t) . Separemos entdo a eq. (A.1) em duas somas
dy(t), ds(t), contendo respectivamente os termos com i < t/2—0ei > t/2—0, com § < t/2.

Como a distancia T'V com respeito ao estado estacionario de uma cadeia de Markov M
é nao-crescente em cada passo, todos as distancias TV em ds sao limitadas pela do termo
para i =1t/2 — 0,

o qual por sua vez é no maximo igual ao que seria sem a presenca de I'/279:

t )
dy < Z <Z> (1/2)f ”“Ml - 7THTV < H“Mt/%é - 7r”TV

i>t/2-6

onde usamos ainda que a soma em colchetes é < 1.
Por outro lado, para d; podemos primeiro usar o fato de que distancias TV entre
distribuicoes de probabilidade sao sempre < 1, de modo que

dy < KUZH (:) (1/2)"

Ainda, podemos explorar o fato de que os termos envolvidos estao na cauda da distribuicao
binomial, a qual pode ser aproximada usando diversas desigualdades. Por exemplo, usando
a desigualdade de Hoeffding [57] podemos escrever

dy < exp(~25?)

de modo que:

-5
d(t) < exp(—26%) + H,th/2 - 7THTV : (A.2)
Se escolhermos o primeiro instante ¢ para o qual H,uM’f/Q*‘S — 7THTV < 1/4_67262, temos
entao, pela defini¢ao de tempos de mistura (veja Secao 2.5.2), que
tmimPL (6) S thzzP (8 - 67262) + 2(5 y (A3)

agora se escolhemos § = y/log(1/¢),
brmizpr (€) < 2bmizp (€ — €7) + 24/log(1/e) . (A.4)

A diferenga entre chegar a uma distancia € ou (1 — ¢) é desprezivel, assim como a
corre¢ao v/log(1/e) ja que o termo t,,;,p cresce com o tamanho do espago de fase em que
a cadeia passeia.
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Se ao invés de combinar uma matriz de Markov com a identidade fizermos a combi-
nacao com outra matriz de Markov que comute com a primeira e tenha o mesmo estado
estacionério os resultados acima podem ser trivialmente generalizados. Se as matrizes A e
B tem essa propriedade e sao combinadas formando P = # temos que

tmixP S ZtmzxA )
ou,
tmizP S thixB )
sob as mesmas condicoes discutidas acima, usando o fato de que um passo de A ou B
nunca aumenta a distancia a estacionariedade.
Finalmente vamos considerar a combina¢ao P = aA + (1 — a)B, onde a € [0,1] . Com
isso os tempos de misturas serao dadas por:

tmiazP S gtmzxA )

ou,

tmixP S mtmsz .
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