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“estamos tentando entender as implicacoes da teoria
quantica. O assunto é velho, mas nés estamos ainda

aprendendo.”

Mandel [“Quantum philosophy”, Scientific Amer., julho,
1992.]
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Resumo

A éptica quantica tornou-se um grande laboratério no sentido de prever teo-
ricamente e gerar experimentalmente estados quanticos inconcebiveis pela teoria
classica, ja que alguns desses estados tém propriedades aparentemente nao locais.
Este é o caso dos estados emaranhados, onde estao baseados os protocolos de in-

formacao quantica e também esquemas de criptografia e litografia quantica.

Nesta tese propomos estudar uma gama de experimentos usando uma teoria de
realismo local, puramente ondulatéria, sem dualidades, que procura explicar esses
fenomenos de forma consistente com os fundamentos da teoria classica. Esta teoria,
a Optica estocastica, consiste basicamente na teoria classica do campo com uma
nova condicao de contorno: assume-se que o campo tem flutuacoes de ponto zero
com o0 mesmo espectro daquele previsto pela teoria quantica, s6 que este campo é

real, apesar de nao poder ser acessado por detectores.

Mostramos que ¢ possivel dentro do arcabougo da teoria classica reproduzir varios
resultados antes apenas previstos no dominio quantico e, como consequéncia, enten-
der as origens qua levam a interpretagao nao local da mecanica quantica e também
a violacoes das desigualdades de Duan e a de desigualdade de Schwartz. Mostramos
como o estado emaranhado pode ser entendido como correlagoes intermediadas pelas

flutuagoes de ponto zero.



Abstract

Quantum optics has become a great laboratory to theoretically predict and ex-
perimentally generate quantum states inconceivable in the classical theory, as some
of these states have apparently non-local properties. This is the case of entangled
states, where the protocols of quantum information and quantum cryptography and

quantum lithography schemes are based.

In this thesis we propose studying a class of experiments using a theory of local
realism, purely ondulatory, without dualities, which seeks to explain these pheno-
mena in a manner consistent with the fundamentals of classical theory. This theory,
stochastic optics approach, is basically the classical field theory with a new frame:
it is assumed that the field has zero-point fluctuations with the same spectrum pro-
vided by quantum theory, the only difference is that this field is real, although it

can not be accessed by detectors.

We show that it is possible within this framework to reproduce several results
that were obtained before with quantum field theory and, consequently, understand
the origins that lead to the interpretation of non-locality in quantum mechanics and
the violations of the Duan and Schwartz inequalities. We show how the entangled
state correlations can be understood as correlations mediated by the zero point

fluctuations.
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Capitulo 1

Introducao Geral

As tentativas de gerar os resultados da Mecanica Quantica dentro do contexto
classico, ainda que introduzindo novos elementos da realidade fisica, ocorrem desde
o nascimento da teoria quantica. Planck(1911), Einstein(1913) e Nernst(1916) [1]
conceberam a existéncia de um campo eletromagnético fundamental, que existiria
mesmo no espago vazio a zero Kelvin. Estes autores usaram as propriedades es-
tatisticas desse campo classico, chamado de radiagao de ponto zero [2], com o intuito
de mostrar a equivaléncia entre as teorias quantica e classica para alguns resultados
experimentais observados. O campo proposto equivaleria a versao classica do campo
de vécuo da eletrodindmica quantica [3], responsével pela emissao espontanea, pela

estabilidade da matéria, entre outros efeitos.

Uma outra contribui¢ao no mesmo sentido foi dada por Wigner [4], em 1932,
que propos a formulacao da mecanica quantica no espaco de fase. Através dessa
formulacao, foi possivel mostrar que a dinamica de um sistema descrita pela equacgao
de Schrodinger é similar a dinamica descrita pela equacao de Liouville para a funcao
de densidade de probabilidade no espaco de fase [5]. O uso de equagoes cléssicas,

mais intuitivas, pode ajudar na compreensao de problemas quanticos.

Embora nao haja contradigoes entre os resultados experimentais e as previsoes
tedricas da mecanica quantica, inimeros autores propuseram teorias classicas alter-
nativas a teoria quantica [6, 7]. Um desses autores, Trevor Marshall [8], propos, na
década de 60, uma teoria estocdstica intitulada eletrodinamica estocastica (EDE),

uma alternativa a mecanica quantica. Nesta teoria, os sistemas microscépicos apre-



sentam carater probabilistico por estarem imersos em campos aleatérios, térmicos e

de ponto zero. O principal elemento da EDE é a radiacao eletromagnética de ponto

zero, considerada real, puramente aleatoria, cuja energia média de suas flutuacoes
1

(5/w) é medida em termos da constante de Planck.

As flutuagoes do vacuo da EDE foram utilizadas com sucesso para a derivacao
do espectro de corpo negro sem assumir a quantizagao [9], para a descrigdo do
deslocamento de Lamb [10] e para o efeito Casimir [11]. Extensoes desta teoria
foram feitas, principalmentte por T. Boyer, E. Santos, A. M. Cetto e L. de la Pena
2], buscando responder: que fenémeno quantico pode ser explicado usando somente

fisica classica acrescida de um campo de ponto zero?

Apesar de algumas falhas, como, por exemplo, na descrigao dos estados excitados
da matéria, a EDE mostrou-se muito promissora na descri¢ao de alguns resultados
da éptica quantica [12], que é um dos ramos da fisica onde a realidade das flu-
tuagoes do vacuo sao mais bem evidenciadas. Esta preocupa-se com o estudo de
problemas relativos a luz caracterizada por efeitos épticos entao chamados de nao-
classicos, por exemplo: compressao de ruido quantico (squezing) [13], criagao dos
estado EPR proposto por Einstein-Podolsky-Rosen(EPR) [14] e violagao das cha-
madas desigualdades de Bell [15]. A existéncia dos estados nao-classicos da luz é

usualmente considerado a evidéncia definitiva da natureza quantica da luz.

Em 1935, Einstein-Podolsky-Rosen(EPR) [14] sugeriram que a mecanica quantica
poderia ser uma teoria incompleta, representando uma aproximacao estatistica de
uma teoria deterministica completa em que os valores dos observaveis seriam fixados
por alguma variavel oculta. Mas um progresso fundamental na discussao da possivel
extensao da mecanica quantica foi a descoberta de Bell [15] de que qualquer teoria
de variaveis ocultas deve satisfazer a certas desigualdades que podem ser violadas
na mecanica quantica. Entao, a principio, é possivel testar experimentalmente a
mecanica quantica contra toda classe de teorias realisticas locais de variaveis ocul-
tas. Desde entao muitos experimentos para o teste da desigualdade de Bell ja foram
realizados, sendo que até agora estes estao em acordo com as previsoes da mecanica
quantica, indicando que as teorias de variaveis ocultas foram refutadas empirica-

mente.

Outra caracteristica desses experimentos é a possibilidade de distingao entre es-



tados correlacionados classicamente e os estados fortemente correlacionados, chama-
dos de estados “emaranhados quanticamente”, que apresentam aspectos nao locais

tipicos da mecanica quantica.

O ramo da EDE que busca uma alternativa classica para problemas da dptica
quantica foi intitulada de 6ptica estocastica, cujo escopo é limitado porque ela trata
apenas da transmissao da radia¢ao, incluindo a de ponto zero, através de dispositivos
macroscopicos como: lentes, espelhos, polarizadores, etc. Para a emissao e absor¢ao

da radiacao pela matéria, é necessario, pois, um tratamento fenomenoldgico.

Dentre os resultados da oOptica quantica analisados pela EDE estao os varios
testes da desigualdade de Bell [15] e uma série de experimentos utilizando os fei-
xes correlacionados pelo processo de conversao paramétrica descendente espontanea
(CPDE), que possuem correlagao mais forte do que previsto por uma teoria cléssica,

levando, inclusive, a violagao da desigualdade de Bell.

Estes resultados foram analisados usando a representacao de Wigner [16]. Na
EDE, os momentos sao equivalentes a média dos operadores calculados na repre-
sentacao de Wigner, cujas médias sao ordenadas simetricamente. As equacoes de
evolugao das amplitudes do campo na representacao de Wigner sao semelhantes as
equacoes de movimento para as amplitudes dos campos quanticos na representagao
de Heisenberg, uma vez que essas equagoes sao lineares. Assim, para irmos para
a representacao de Wigner, basta substituirmos, nas equacoes de Heisenberg, os
operadores de criagao e aniquilacao por amplitudes complexas correspondentes aos

campos de ponto zero.

Nesta tese, usaremos entao um formalismo completamente classico, ou seja, sem
a intervencao do conceito de fétons, para mostrar que uma grande parcela dos expe-
rimentos que se utilizam da CPDE podem ser descritos através da teoria ondulatéria

da luz, sem dualidade.

Assim, no Capitulo 2, faremos uma breve introdugao a eletrodinamica estocastica
e também a alguns aspectos importantes da teoria quantica da luz. Apresentaremos
como se acrescentam as flutuagoes de ponto zero na teoria classica através de um

campo aleatério de média nula e distribuicao espectral conhecida.

Ja no Capitulo 3, trataremos do processo de Conversao Paramétrica Descendente

Espontanea dentro do formalismo da eletrodinamica estocastica. O processo serd



descrito pelas equagoes de Maxwell, sendo equivalente a amplificagao paramétrica
de dois modos do campo de ponto zero que estao acoplados por um meio nao-linear

com um laser de bombeamento.

Como os estados emaranhados nao podem ser produzidos por fontes usuais de luz,
sa0 necessarios processos mais sofisticados para sua producao, como, por exemplo, o
processo de Conversao Paramétrica Descendente Espontanea (CPDE), que consiste
na absorcao e na emissao de luz por um cristal nao-linear que interage com um

campo de laser.

Muito dos resultados surpreendentes da 6ptica, como basicamente a violagao da
desigualdade de Schwartz e da desigualdade de Duan, tornam-se claros quando se
percebe que os detectores, “estabilizados pelo vacuo”, medem as intensidades acima
deste limiar. No entanto, certas correlagoes medidas por coincidéncias sao imunes

as flutuacoes do vacuo.

No Capitulo 4, por sua vez, estudaremos a formacao das imagens fantasmas,
visto que nos tultimos anos houve, na 6ptica quantica, um grande interesse no efeito
chamado de “interferéncias e imagens fantasmas”, cuja possibilidade de realizagao
desses efeitos é creditada ao carater quantico e nao-local da luz produzida pelo pro-
cesso de CPDE. Os feixes, sinal e convertido, produzidos pelo processo de CPDE; sao
espacialmente separados e um deles propaga-se através de uma abertura, sendo pos-
teriormente detectados. A taxa de coincidéncia na contagem apresenta um padrao

de interferéncia ou difracao, dependendo se a abertura é uma fenda dupla ou simples.

Recentemente, tem-se discutido na literatura sobre quando um experimento de
formacao de imagem, realizado com feixes do CPDE, pode ser reproduzido por
feixes correlacionados classicamente. A. Gatti e colaboradores [17] analisaram as
correlagoes espaciais para o CPDE multimodo, utilizando um modelo estocéstico,
embasado na representacao de Wigner, para comparar com resultados obtidos ana-
liticamente validos na aproximacao de ondas planas para o bombeamento. Eles
mostraram, dentre outras coisas, que feixes do tipo EPR exibem ambas correlagoes,
em momento (que podem ser observadas em campo distante) e posi¢ao (que po-
dem ser observadas em campo préximo). Em contraste, correlagoes classicas podem
ser perfeitas em momento ou posicao, nao apresentando ambas simultaneamente.

Ha, portanto, um grande interesse académico em demonstrar as diferencas entre



as descrigoes quantica e classica da luz, visto que esse fenomeno pode ser utilizado
como um experimento do tipo Einstein-Podolsky-Rosen(EPR), que permite distin-

guir emaranhamento quantico das correlagoes classicas.

No Capitulo 5 estudaremos o Oscilador Paramétrico Optico Nao-Degenerado
com Injecao dentro da eletrodinamica estocastica. Esse dispositivo é capaz de gerar
estados emaranhados intensos e é utilizado para implementagao de protocolos de
informacao quantica e também em criptografia quantica. Assim, estudar esse sistema
no contexto da EDE é importante no sentido de comparar uma teoria de realismo
local efetiva e a teoria quantica, lancando duvidas se certos critérios podem ou nao

ser encarados como fronteira entre o classico e o quantico.

No Capitulo 6, concluiremos destacando os principais resultados apresentados

na tese.



Capitulo 2

Introducao a ()ptica Quantica e a

Optica Estocastica

Neste capitulo faremos uma breve introducao a 6ptica estocastica, que tem entre
0s seus objetivos o estudo das origens e significados das propriedades quanticas ma-
nifestadas pelo campo eletromagnético nos experimentos opticos. A fim de mostrar
as proximidades entre a teoria quantica e a estocastica para a luz, faremos primeiro,
e de forma resumida, a descricao da quantizagao do campo eletromagnético, como
descrever e caracterizar o estado do campo e como detectar o campo quantico. Em
seguida, apresentaremos alguns dos principais conceitos da teoria estocastica que

servirao para o tratamento do campo ao longo da tese.

2.1 Introducao a ()ptica Quantica

Até o final do século XIX, todos os fenomenos relacionados a luz eram expli-
cados através das equacoes de Maxwell, que mostraram que a luz é uma onda ele-
tromagnética na qual os campos elétricos e magnéticos oscilam perpendicularmente

entre si.

Uma descricao quantica do campo eletromagnético so viria em 1927 com Dirac
[18], e Fermi em 1932 [19], pois o tratamento quantico apresentado era tido como al-

ternativo e dispensavel para explicar os fenomenos da luz até entao conhecidos, uma



vez que a teoria semi-classica fornecia os mesmos resultados. No tratamento semi-
classico, a matéria era explicada pela teoria quantica e pelo campo eletromagnético,
possuindo fase e amplitude bem determinadas, sendo descrito classicamente pelas

equacoes de Maxwell.

A formulagao quantica da foto-deteccao e da teoria da coeréncia éptica, desen-
volvida em 1963 por Glauber [20], tornou possivel a previsao de novos efeitos, tais
como: o antiagrupamento de fétons (photon antibunching), cuja explicagdo nao é
obtida classicamente. Verificado experimentalmente em 1977, por Kimble, Dagenais
e Mandel [21], esse efeito marcou o efetivo nascimento da 6ptica quantica com status

de teoria necessaria [22].

2.1.1 Campo Eletromagnético Quantico

O campo eletromagnético no espaco livre pode ser expandido em termos dos in-
finitos modos normais de vibracao de ondas estaciondrias, satisfazendo as equacoes
homogéneas de Maxwell e permitindo ser expandido em termos de ondas planas
transversais. Os coeficientes dessa expansao sao associados aos modos dos oscila-
dores harmonicos quantizados, cada um com sua frequéncia prépria w, sendo que a
forma espacial dos modos depende das condigoes de contorno impostas no momento

da quantizacao.

No formalismo quantico, o campo eletromagnético da radiacao ¢ um operador
dependente do tempo, onde, para a expansao em modos normais, os coeficientes da

expansao sao operadores de criacao, le( \» € aniquilacao, ax x, de fétons,

2mhw - 4 - )
. ~ ~ ik r—iwgt ~F —ik-r+iwit
E(r,t) = i E \/ 73 Gk [akM\e K —ay \e k],
Y

= EX (r,t) + EC) (r,1), (2.1)

com EM) sendo a parte do operador campo elétrico que contém apenas o operador

~—

destruicao de fétons, e E(-) = (E(Jr))T a parte que contém apenas o operador criagao

de fétons'. L? é o volume de normalizagdo, €y ¢ o versor de polarizagao, k é o vetor

'Por simplicidade adotaremos negrito para representacao de vetores.



que da a direcao de propagacao da onda, r é a posicao de um ponto da frente de
onda, h é a constante de Planck dividida por 27 e wx = |k|c. Pode-se também
encontrar um resultado similar para o campo magnético B (r,¢). Os operadores de

criacao e aniquilacao de fétons satisfazem a relacao de comutacao

[Grex, Qxr x| = [CAEL,\,&L/,X] =0,

[t rs G yr] = OracOan- (2.2)

Podemos escrever o operador hamiltoniano do campo eletromagnético como
=5 b (] + - 2.3
_g k ak/\ak)\—|—§ s ()

onde a contribuigao fiw/2 corresponde & energia média do modo do vécuo, ou energia

do campo de ponto zero.

Quadraturas do campo

Observaveis fisicos sao sempre descritos na mecanica quantica por operadores
hermitianos. O campo elétrico, descrito através dos operadores nao-hermitianos de

criacao e aniquilagao, nao representa observaveis fisicos.

Vamos, entao, definir dois operadores hermitianos, operadores de quadratura,

COo1mo:
(' +a) (2.4)

(a' —a), (2.5)

s
I
Sl -

operadores esses que obedecem a seguinte relagao de comutacao
(X1, Xso] = 24, (2.6)
podemos reescrever o operador campo elétrico em termos das quadraturas

. 2mhwy . N R ‘
E(r,t) = i Z \/ 73 Gk [Xl(k,,\) cos (k- r —wit) — Xogenysin (k- r —wit)|,
K.\

(2.7)




que representam as amplitudes do campo. O operador X, é conhecido como qua-

dratura de amplitude e Xg, a quadratura de fase.

Os operadores de quadratura obdecem a relacao de incerteza de Heisenberg
N2 N2 1
(a%) W(a%e)) = 5, (2.8)
onde as flutuagoes AXi,i = 1, 2 sao definidas como:

Através destas variancias, observamos um importante efeito nao-classico: o efeito de
compressao do ruido quantico ou squeezing, o qual ocorre quando a variancia num
dos operadores de quadratura é menor que 1/4. O valor médio de um observavel
fisico, representado por um operador hermitiano qualquer, calculado em um estado

qualquer, é dado por
(0) = (®[0]®), (2.10)

supondo a normalizacdo (®|®) = 1. As incertezas nas quadraturas irdo depender

do estado do campo eletromagnético. Veremos, entao, alguns exemplos a seguir.

2.1.2 Estados de Fock

Os estados da luz podem ser escritos em termos do estado de Fock, que formam
as bases para a descricao do campo de luz na optica quantica. Eles sao gerados

aplicando o operador de criacao dL , ho vetor do espago de Hilbert
10) = ] 10k) (2.11)
K.\

que representa o estado onde todos os modos estao desocupados, o estado de vacuo.

O espaco de Fock é formado pelo conjunto de vetores

1 Mk, X\
maer) = [ 1) = (ala) ™" 10, (2.12)
g g VAL™SY ’

que representa um estado com ny ) fétons de nimero de onda k e polarizacao A.

Os operadores de aniquilagao e de criagao agem sobre esses estados destruindo e



10

criando fétons em um determinado modo da seguinte maneira:

aia|niy) = /Taoa |ty — 1), (2.13)
&Tk)\|nk,>\> = /nka+ ey + 1). (2.14)

O estado de numero ¢é auto-estado do operador nimero, ny \ = dL\dk,\

R [T ) = i [T n)- (2.15)

Os estados de Fock formam, ainda, uma base completa e ortonormal.

Podemos encontrar a energia média do campo aplicando o operador hamiltoni-

ano, Eq.(2.3), no estado de nimero

(€) = (ruealHlny)

= ) hwy (nm + %) (2.16)

K.\

para o valor esperado do hamiltoniano do campo no estado de vacuo, temos
1
0|H|0) = —hw 2.17
(O1F10) = 3 g (217)

onde vemos que, mesmo para o campo vazio, temos uma energia nao nula que pode

ser interpretada como oscilacoes do campo na auséncia de fétons.

Com relacao as variancias nas quadraturas calculadas em um estado de niimero,

temos

(AX)) = (AXy) = g + (2.18)

A

onde vemos que, para o estado de vacuo, ng y = 0, o estado ¢ de minima incerteza.

Entretanto, as quadraturas apresentam um excesso de ruido para ny y # 0.

2.1.3 Estados Coerentes

O estado coerente é o estado quantico que possui andlogo classico. Ele apresenta

coeréncia de amplitude, isto é, possui um comportamento oscilatério esperado por
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um oscilador harmonico cléssico, sendo ele definido como auto-estado do operador

de aniquilagao de fétons

ax )|k n) = oxa|on) (2.19)

onde a = |ale?’ é um auto valor complexo. Esses estados formam uma base com-
pleta, que pode ser expandida em uma base de nimero discreta,

Oénk,)\

Joen) = exp (—oneal?/2) Y - —=2 Jric). (2.20)

A

A/
T, A k

Matematicamente, o estado coerente de um 1inico modo é obtido atuando o operador

deslocamento no estado de vacuo

la) = D () |0), (2.21)

. A e ot o
sendo o operador deslocamento definido como D () = e 2 e e %

As variancias nas quadraturas calculadas em um estado coerente (limite classico
para flutuagoes) sao iguais, e o produto tem o menor valor permitido pelo principio
de incerteza,

. A 1
(AX)(AX,) = 7 (2.22)

Aqueles estados, para os quais vale a igualdade acima, s@o chamados de estado de

minima incerteza.

O numero médio e a variancia no nimero de fétons para um tinico modo em um

estado coerente sao
() = (aln]a) = |af?, (2.23)

obedecendo uma estatistica poissoniana, indicando que esses estados nao possuem

numero de fotons definidos.

2.1.4 Estados Comprimidos

Matematicamente, os estados comprimidos sao obtidos atuando o operador de

compressdo S (¢) nos estados iniciais genéricos | ),

50 = e | (¢ - ca?)| (2.21)
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onde ¢ = e’ é o parametro de compressao em que r d a magnitude e ¢ a direcao

de compressao.

O estado comprimido pode ser escrito como
ja,¢) = 5 (¢) ) = S (¢) D (a) |0) (2.25)

O operador de compressao é unitario e produz as seguintes transformacgoes canonicas

unitérias nos operadores a e a':

onde p = cosh(r) e v = e sinh(r).

Os estados comprimidos sao aqueles em que a incerteza em uma das variaveis
canonicamente conjugadas do campo é menor do que a do viacuo. Nao obstante,
podemos falar de estados comprimidos de niimero-fase e aqui nos referiremos, espe-
cificamente, aos estados comprimidos de quadraturas. Neste caso, temos:

1

A 1 A
AXl < 5, ou AXQ < 5, (228)

cuja relagao de incerteza nao é violada, de modo que a reducao na incerteza de uma
quadratura é sempre acompanhada de um aumento na incerteza da sua variavel
conjugada [23, 24].

2.1.5 Teoria de detecgao

Na éptica quantica, o dispositivo que detecta a radiacao deve ser embasado na
absorcao por um meio material da energia irradiada. Essa energia dos fétons ocorre
em pacotes, e a absor¢ao de um pacote causa a criacao de uma excitagao que pode
ser amplificada e detectada. Como o detector conta foto-elétrons e nao fétons, a

informagao sobre os fétons é obtida indiretamente.

R. J. Glauber mostrou como a teoria quantica deveria ser formulada a fim de
descrever o processo de deteccao. Essa descricao serviu para a distingao entre o

comportamento das fontes de luz térmicas e as fontes coerentes como o laser.
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Correlacionando os detectores, pode-se obter correlagoes de ordens superiores,
que servem para distinguir as carcteristicas quanticas das classicas. Em experimen-
tos de deteccao de correlagao entre fétons, uma vez que um féton é absorvido, o

estado do campo é modificado.

A probabilidade de uma contagem simples no tempo t é concentrada em torno
de uma banda estreita w’ do feixe de luz que é definida essencialmente pelo detector.
O detector possui eficiéncia 77 e uma janela de deteccao que permanece aberta no
intervalo de tempo T'. A probabilidade de contagem é definida como

P(r,t) = %/0 dr(: I(r,t +7) :) (2.29)

Poa(r,t) = <hZ)’>2 /OT dr /OT dr'(: I,(v,t + 1)L, (v, t +7') )
(2.30)

onde I = |E™)|? é a intensidade da luz. A notacdo : O : significa que um operador
genérico O, que é funcao dos operadores @ e a', estd em ordem normal, ou seja, os

operadores de aniquilacao devem ficar a direita dos operadores de criacgao.

2.2 Emaranhamento e Critérios de Separabilidade

2.2.1 Emaranhamento

Emaranhamento é um recurso fisico associado as correlagoes nao-classicas possiveis
entre sistemas quanticos separados. Um sistema com essa caracteristica pode ser
medido e transformado e este recurso é importante para aplicagoes porque é a pro-

priedade mais relevante na teoria da informacao quantica.

Na formulacao do espago de Hilbert da teoria quantica, um estado emaranhado
puro de dois sistemas é a combinacao linear do produto tensorial de vetores que
sao bases dos subsistemas, sendo que o sistema total nao pode ser separado em um

produto tensorial de estados dos subsistemas.

Assim, no caso de dois subespacos de Hilbert &; e &, o espaco total sera o produto
tensorial dos dois subespagos, 7 = £ Q) &. Sejam, respectivamente, |¢;)1 € |¢;)2, 0s

vetores de base dos subespacos; a base de vetores para o espaco é |®;;) = |¢:)1]0;)2.
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Para um estado qualquer |®) do sistema completo, o estado pode ser escrito na

base do estado total como
@) = Zci]"¢i>1‘¢j>27 (2.31)
,J

em que ¢;; sao coeficientes complexos da expansao. O emaranhamento nao existe

para a condigao

Cij = CiCj; Vi, j (2-32)

Neste caso, o estado é dito separavel, nao existindo o emaranhamento. Pode-se

entdo escrever o estado |®) como

o) = (zcm) (chwg)

7

J

= [¢1)[b2), (2.33)

ou seja, |®) é escrito como um produto tensorial de um estado |1;) do subespago

E, por |1¢y) do subespago Es.

O emaranhamento é, pois, uma propriedade dita exclusivamente quantica, inde-
pendente da base e sem analogo classico. Esse recurso ¢é essencial para teletrans-
porte, criptografia quantica e fundamental para na area de informagao e computacao

quantica [25].

2.2.2 Correlagcao EPR

Uma das questoes fundamentais da mecanica quantica, o paradoxo EPR, foi
proposta em 1935 por Einsten, Podolsky e Rosen [14]. O paradoxo diz respeito a
correlacoes entre dois subsistemas espacialmente separados que estao perfeitamente
correlacionados em posicao e momento. Os autores argumentaram a possibilidade
de identificacao simultanea da posicao e momento de uma das particulas, o que nao
é possivel por violar a desigualdade de Heisenberg. EPR entao concluiram que a

mecanica quantica daria uma descricao incompleta sobre o estado da particula.

Desde a proposta do paradoxo, varios trabalhos foram publicados. Proposta em

termos de varidaveis continuas, uma versao discreta do paradoxo foi apresentada em
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1932 por D. Bohm [26]. Este considerou um par de particulas de spin—%, cujo trata-
mento é idéntico para a polarizagao de dois fétons. Em 1964, J. Bell [15] estabeleceu
uma forma de tratar o problema de um experimento tipo EPR: a violagdo de uma
desigualdade, embasada na teoria de variaveis ocultas, eliminaria qualquer teoria
realista local, dando razao a mecanica quantica. Em 1982, A. Aspect e colaborado-
res [27] analisaram o estado de polarizagao de fétons de uma tnica fonte através de
detectores separados. Foi verificado a violagao da desigualdade de Bell, dando razao

a mecanica quantica.

M. Reid e P. Drummound [28] propuseram, em 1988, a realizagdo do paradoxo
EPR, como na forma original, usando varidveis continuas mas nas quadraturas de
fase e amplitude do campo eletromagnético que sao analogas as variaveis de posi¢ao

e momento.

M. D. Reid [29] determinou, posteriormente, um critério do tipo Principio de
Incerteza de Heisenberg para correlagoes EPR a partir das variancias inferidas, onde,
satisfeita essa desigualdade, o estado conjunto é do tipo EPR e sem analogo cléssico.

A seguir, apresentaremos esse critério conforme a referéncia [29].

Critério do tipo EPR

O principal apelo desse critério é que a desigualdade pode ser violada a partir
de experimentos sem termos que construir um estado experimentalmente impossivel
com correlacoes perfeitas. Uma outra vantagem é que a aplicagao para as variaveis
de quadratura para o campo eletromagnético permite o uso de técnicas de detecgao

eficiente, tornando a medigao pratica.

Ao se considerar dois subsistemas separados em A e B. Observaveis X, =
(dT + d) eY, =i (dT — d) estao definidos para o subsistema A, onde os dois ope-
radores obedecem a relacao de comutagao [Xl, Yl} = 21, tal que pelo principio de
incerteza de Heisenberg, (A2X)(A%Y;) > 1, podemos violar a condicdo de Heisen-

berg, considerando os pares EPR, X+ =X +XoeVY. =Y, — f@, pois

X+ Xo, Vi — YQ} —0, (2.34)

A

significando que os observaveis X, e Y_ sao simultaneamente mensuraveis com

precisao infinita.
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Supondo que os dois subsistemas estao parcialmente correlacionados, pode-se
prever o resultado da medida de Xl, embasado no resultado de uma medida X'Q
realizada no subsistema B. Entretanto, a predicao é imperfeita e tem um erro de

inferéncia associado.

Um procedimento mais simples é propor, em cima de um resultado X, medido
em B, o resultado X; em A através da estimativa linear X .y = cXs + d. O erro

estimado depois de optimizar o valor de d é
A2 X = (6%) — (6)% (2.35)

onde § = X;—cX,, e o indice L para linear. A escolha para ¢ minimizar A2, n . X pode
ser ajustado através do célculo ¢ = ((Xl, )Q)) /A?X,, onde definimos (X, X,) =
(X1Xa) = (Xi)(X).

Geralmente, a estimativa linear do resultado em A, embasado nos resultados

obtidos a partir de B, nao sera o melhor, mas vale a desigualdade
Ainrn X1 Dy Y1 < 1, (2.36)

que também implica nas correlagoes EPR.

2.2.3 Critério de Separabilidade de Duan

Emaranhamento pode ser avaliado através de varios critérios, como o de EPR
apresentado anteriormente. E possivel, pois, chegar a conclusoes sobre o emaranha-

mento sem a necessidade do uso de correlagoes do tipo EPR.

Duan e colaboradores [30] propuseram um critério embasado na prova da inse-
parabilidade quantica. Pode-se, entao, definir um sistema de dois modos: separavel,
se os estados deste sistema for fatoravel, ou seja, se a matriz densidade p puder ser

escrita como uma mistura estatistica dos estados
p=> pipn ® pa, (2.37)
i

onde p;; e p;2 sao matrizes densidade dos modos 1 e 2, e p; a probabilidade associada
com a propriedade ) . p; = 1; nao separdavel, se o estado ndo puder ser escrito na

forma acima. Para estados gaussianos, o critério estabelece uma condicao suficiente
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para a nao separabilidade. Partindo da hipotese de separabilidade entre os modos,
chega-se a uma desigualdade envolvendo a diferenca e a soma das variancias das

quadraturas correlacionadas e anti-correlacionadas,
VX1 + X))+ V(Y3 —Y;) > 2. (2.38)

Se o estado for separavel, a desigualdade é satisfeita, caso contrario, a violacao

implica na inseparabilidade dos modos.

2.3 Correspondéncia Classico-Quantico Para o Campo

Eletromagnético

Em éptica quantica, no lugar de trabalharmos com operador densidade p, que
descreve inteiramente o estado do campo eletromagnético quantizado, o campo ¢é
freqiientemente descrito em termos de alguma representacao. As mais utilizadas sao
a representacao P, de Glauber-Sudarshan, e a representacao W, de Wigner. Para a
representacao no espaco de fase, os operadores de criacao e de aniquilacao tornam-
se varidveis complexas correspondendo as amplitudes, ok x, dos modos. Os estados
da luz sao distribuicoes de pseudo-probabilidades no espaco de fase, pois algumas
funcoes podem tomar valores negativos no espaco de fase, sendo este o motivo do

termo pseudo-probabilidade.

2.3.1 Representacoes no Espaco de Fase

Para um tnico modo do campo, podemos escrever as funcoes P e W,

1 * *
Pla) = o / ey e, (2.30)

1 * *
W) = — / d2Exes ¢, (2.40)
2m
onde £ sao varidveis complexas, com d?¢ = d (Re{¢}) d (Im{¢}).

Estas representacoes sao definidas em termos de suas respectivas fungoes carac-

teristicas de um dado operador densidade p como segue:
xw(€) = Tr{pee ) (2.41)
xw(€) = Tr{pe” <. (2.42)



18

onde xn(§) é a funcdo caracteristica em ordem normal e xx(£) em ordem simétrica.

Estas fungoes sao convenientes para se avaliar as médias de produtos dos opera-

dores de campos nas ordens normal e simétrica:
(a™a™) = /dgaP(a)a*ma", (2.43)
(S[(a™a™)]) = /d2&W(a)&*”am, (2.44)

e S[] significa que os operadores de campo estao na ordem simetrizada como, por
exemplo, Sla'a] = 1/2(a’a+aa’). Este ordenamento pode ser conseguido com o uso

da relaciao de comutacao [a,a'] = 1.
As duas fungoes podem ser relacionadas através de uma integral de transformacao

1

W(a) = - / dPEP(E)e el (2.45)

A funcao de Wigner tem um apelo cldssico maior que as outras representacoes e
um exemplo é a evolucao temporal de um estado coerente. Classicamente, o oscilador
harmonico evolui temporalmente no espaco de fase seguindo uma trajetoria circular
centrada na origem. Analogamente, a fungao de Wigner do oscilador harmoénico
quantico no estado coerente evolui do mesmo modo, com a diferenca que a trajetéria
nao é a de um ponto bem definido, mas sim, a de uma gaussiana, que traz consigo

a indeterminacao no conhecimento simultaneo das duas quadraturas.

2.3.2 Equacao Mestra

O operador densidade ¢é 1til no tratamento de sistemas em interagao com um
reservatorio. Como exemplo, temos os modos do campo eletromagnético no interior
de cavidades épticas que possuem espelhos refletores quase perfeitos. No tratamento

de sistemas como esses é que o operador densidade apresenta grande utilidade.

A equacao que descreve a evolugao temporal do operador densidade total, pr do
sistema-reservatorio, deduzida a partir da equacao de Schrodinger para vetores de
estado, é dada por

d
e pr = [H, pr]. 2.4
ihpr = [H, pr] (2.46)
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A hamiltoniana total, H = H, + H, + V, contém: um termo para o sistema que

evolui livremente, o termo referente ao reservatério e o termo de interacao.
O reservatério é formado por um grande niimero de osciladores harmonicos com

frequéncias proprias

H, = hwibb; (2.47)

onde b; é o operador de aniquilagao do modo i do reservatorio.

O sistema esta acoplado ao reservatorio pelo operador de interagao na apro-

ximagao de onda girante
V=h}" <giajbi + g;*aibj) , (2.48)

que descreve a troca de energia entre os sistemas.

Desenvolvendo o comutador da equagao (2.46) e usando o fato de que a interacao
é fraca, toma-se o traco parcial de pr afim de eliminar a informacao sobre o estado

do reservatorio, para se obter o operador densidade reduzido p do subsistema

p=Trypr = Z (Wil pr[ti) (2.49)

(2

|1;) s@o os vetores da base de estados do reservatério. Esta operagdo permite des-
crever apenas o subsistema de interesse que geralmente ¢ reduzido a uma mistura

estatistica de estados.
Assim, pode-se chegar, na equacao de evolugdo para o subsistema p, a essa

denominada equagao mestra,

d
th

o =1H, r 2.50
s [Ho, p] +Tp, (2.50)

considerando o caso particular em que o reservatério encontra-se no estado de vacuo.

O termo responsavel pelo decaimento do subsistema ¢é
Tp =~ (2apa’ — a'ap — pa'a) . (2.51)

Um tratamento mais detalhado da equagao mestra, que inclui efeitos térmicos, é

encontrado na referéncia [31].
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2.3.3 Equacao de Fokker-Planck e Diferenciacao Estocastica

Para se extrair informagcoes da equacao mestra, podemos transforma-la em uma
equacao de Fokker-Planck, que da a equacao de movimento para uma determinada
distribui¢ao de probabilidade. A passagem de uma descri¢ao quantica, utilizando o
operador matriz densidade para uma descricao classica que utiliza uma funcao de
quase probabilidade, é realizada por uma operacdo que substitui os operadores a' e

a, pelas variaveis complexas a* e a.

Vamos entao tratar da passagem para a representacao de Wigner, que sera utili-
zada posteriormente. Nesta representacao, o campo pode ser considerado como sua

amplitude média acrescida das flutuagoes estocéticas do vacuo.

A substituicao dos operadores que atuam na matriz densidade pode ser feita

através do mapeamento [32]

aps < ( %86;*) W (2.52)
st ( % ai) W (2.53)
aps ( * - %ai) W (2.54)
paa! (oz* %83) (2.55)

Como resultado, temos a equacao de Fokker-Planck, que determina a evolugao

para as funcoes de Wigner dada por

[Z da; Z aal ()

o o0 0
———0Oy; W 2.56
Zk aai aaj 80ék ]k(a> + (CY) ( )
em que a = (aq,Q9,...,0p, 05,05, ...,a%) é o vetor com as varidveis complexas

sendo tratadas como termos independentes.

Os termos A;(«v) sdo responsaveis por mudangas no valor médio da distribuicao,
sendo por isso denominados termos de arrasto, enquanto D;;(a) sdo os termos

de difusao, responsdveis por eventuais alargamento das distribui¢oes no espacgo de
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variaveis. Nessa representacao, quando tratamos de um regime nao-linear, a equagao
de Fokker-Planck inclui os termos de ordem superior a dois nas diferenciais ligadas
a matriz O;j;(v), e pelo teorema de Pawula [33], a distribuicao que estd inicialmente

positiva em geral nao permanece positiva.

Quando o acoplamento nao linear for pequeno o suficiente, pode-se truncar a
equagao (2.56), desprezando os termos de ordem superior a dois, para descrevermos
um processo estocastico genuino, com uma equacao de Fokker-Planck cuja solugao
é positiva definida. Essa equacao, para W(«a), é equivalente a um sistema de n
equagdes para as variveis «a;, chamadas equagbes de Langevin [32]. Definindo o
vetor de varidveis a = (o, g, ..., a,, af, a3, ... ,oz;"L)T , 0 vetor de arrasto A;(a) e

a matriz de difusao D;;(«a), o sistema equivalente é

%a = Ao, t)a+ B(a, t)W(a, t) (2.57)

em que B é tal que BBT = D, e W = W; é um vetor estocéstico com média nula
(Wi(t)) = 0. Estes vetores obedecem a

(W)W, () = 5,36(t — ). (2.58)

Temos, entao, a evolucao temporal e podemos assim, através da equacao de Lange-

vin, calcular as variancias dessas variaveis.
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2.4 Introducao a ()ptica Estocastica

Trataremos o campo eletromagnético, ao longo desta tese, nao no formalismo
da éptica quantica, mas dentro da eletrodinamica estocastica (EDE). A EDE é,
pois, uma teoria classica da eletrodinamica, com a hipdtese da existéncia de um
campo de radiacao de fundo (flutuagoes de ponto zero ou flutuagoes do véicuo) de
carater aleatorio, universal e atérmico, cujo espectro é invariante por transformagao
de Lorentz. A EDE surgiu como uma tentativa de resgatar a natureza ondulatéria da
luz através da adicao de um componente estocastico ao campo elétrico classico, com
apenas os momentos estatisticos sendo deterministicos [34, 8]. Como alternativa
a teoria quantica, a EDE é capaz de imitar o fenomeno das flutuagoes do vacuo

dado pela variancia diferente de zero do campo elétrico E no estado de vacuo,
(0[E?|0) — (0]E|0)* # 0.

As tentativas de se encontrar uma alternativa classica ou semiclassica para a
6ptica quantica nao levaram em consideragao a radiacao de ponto zero. Um exemplo
tipico foi a teoria semi-classica de E. T. Jaynes [35]. Nas tltimas décadas, T. W.
Marshall, E. Santos e varios colaboradores contribuiram para o desenvolvimento da
Optica estocastica, um ramo da EDE que obteve sucesso em tratar alguns fenomenos

da optica quantica através de uma descricao realistica local.

O objetivo desta secao €, pois, apresentar as bases da Optica estocastica, comecando
com a descricao do campo eletromagnético estocastico. Em seguida, discorreremos
sobre o processo de deteccao e sobre o papel da representacao de Wigner na relacao

entre a Optica estocastica e a quantica.

2.4.1 Radiacao do Campo Eletromagnético de Ponto Zero

Nesta secao, apresentaremos o campo eletromagnético livre da EDE e como obter

a correlagao entre dois pontos conforme a referéncia [36].

Expansao em ondas planas para o campo livre

Os campos eletromagnéticos livres satisfazem as equagoes de Maxwell homogéneas,

permitindo uma expansao em termos de ondas planas transversais. Na EDE, o
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campo elétrico no espaco vazio, num dado ponto r e instante ¢, é dado pela ex-

pansao [36]
Bty =Y / e (k, A) b (K, \) cos [k - — wi + 0 (K, \)]. (2.59)
A=1

onde k é o vetor de onda, € (k, \) é o vetor de polarizagao e a frequéncia w é

1
w=uwy=clk|=crk= (k] +r +r7)*.

Os vetores de polarizagao satisfazem as seguintes relacoes,

¢(k,\) k=0,
ek, N) - € (k, V) = Oy
2
SN ¢k A) =6y — “;’;j. (2.60)

A=1
As fases aleatérias 0(k, \) s@o varidveis estatisticamente independentes e uniforme-
mente distribuidas de 0 a 27 para cada k e A\. A quantidade h (k, \) representa a

amplitude de cada modo da decomposicao espectral, dada por

1
mh? (k,\) = h. (2.61)
Aqui, A estd associada a escala das flutuacoes do vacuo?.
De maneira analoga, pode-se determinar a componente magnética B (r,t) do

campo de radiacao livre.

Quantidades fisicas importantes podem ser calculadas fazendo a funcao de cor-
relagao entre os campos E (r,t) em diferentes pontos no espago e no tempo. Para
caracterizar as flutuagoes do campo eletromagnético nesses pontos, é feita a média
sobre o “ensemble” de todas as realizacoes possiveis para o campo estocéastico E (r,t),
o que corresponde a calcular as médias sobre as fases aleatérias 6(k, \), que sao res-

ponsaveis pelas propriedades estatisticas dos campos.

Por exemplo, para a Eq. (2.59), o valor médio torna-se

(E (r,t)) = Z/d%é(k,A)h(k,A) (cos[k-r—wt+0(k,\)]),
A=1

= 0. (2.62)

2A constante de Planck pode ser obtida mesmo sem irmos além da termodinamica e da teoria

cléssica da radiagao. Ver apéndice A.
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Onde a média sobre as fases 6(k,\), que correspondem aos diferentes modos do

campo livre, sao estatisticamente independentes com média nula

1 27
(cosf (k,\)) = —/ dfcosf =0

2T

6=0
27

(sin ) (k, \)) = i/ d0sin = 0 (2.63)
21 Jo=o

Pode-se avaliar a funcdo de correlacio entre dois campos (E; (ry,t;) Ej (ro,t3)) de

forma andloga [36]

(Ei (r1,t1) Ej (ra.t2)) = > / Pré; (k, \) ¢ (k, \) b2 (K, )\)%COS k- (r; — 1) —w(ts —to)]

hew KiKj
— 3 v
= /d 54—71_2 <5i,j — /12]> COS [k . (I'l — 1'2) — W (tl — tg)] .
Foram usadas a Eq. (2.60) e as médias
(cos® </<:;, )\1> cos @ (/;2, )\2)) = (sinf (kz, )\1) sin 6 <k72, >\2)>
1
— 55%%53 (k1 — k) (2.65)

(cos® (k:, )\1> sin 0 (/;2, )\2>) = 0. (2.66)

Analogia com a Eletrodinamica Quantica

Podemos reescrever a Eq.(2.59) na forma discreta, cujas fases aleatérias lembram

os operadores de criacao e de aniquilagao da Eletrodinamica Quantica
E(r,t) = EW(r,t)+E9) (r,1)

2mhw 1/2 R . . . .
_ Z ( = k) 1 [ak)\ezkr—zwkt + aik()\e—zk-r—i-zwkt] ) (267)
k,\

As amplitudes complexas ay ) e seus conjugados aj. , sao variaveis aleatérias gaussi-
anas que carregam toda a estocasticidade do campo e sao definidas em termos das

fases aleatorias,

an = eia(k,)\)’ alt,)\ — e*ia(k,)\) (268)

(2.64)
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As médias de cada amplitude e de duas amplitudes quaisquer correspondente a

diferentes modos e satisfazem as seguintes relacoes:

(m) = (an) =0
(anawy) = (aaey) =0
<akkai';,)\,) = (ai"(/\ak/,\/> = 5kk’6)\)\" (269)

Estas expressoes consideram as amplitudes a e a* como sendo os analogos es-

tocasticos dos operadores de criacao e de aniquilacao da EDQ.

Podemos definir o campo, em termos das quadraturas, como na Eq. (2.7),

, 2mhwy . )
) Z \/ 73 Gk [Xl(k)\) cos (k-r —wyt) — Xog pysin (k- r — wkt)] ,
K,

(2.70)

onde as duas quadraturas, X; = (a+a*)/2 e Xy = (a—a*) /i2, s@o varidveis

gaussianas aleatdrias reais cujas variancias sao: (AX?) = (AX3Z) =1/2.

Podemos escrever a energia média do campo eletromagnético como

<5>:%;(2ﬂé‘”k> Ay Z ~ hwi (2.71)

que é o mesmo resultado da EDQ para o valor esperado da Hamiltoniana do campo

no estado de vacuo

(0| H|0) = Z ~ hwy. (2.72)

Entao, temos uma teoria capaz de reproduzir o fenomeno das flutuagoes do vacuo,
cuja variancia do campo elétrico quantizado E no estado de vacuo é diferente de

Zero.

2.4.2 A Funcao de Wigner na ()ptica Estocastica

Se todo estado da luz tem uma funcao de Wigner positiva, pedemos interpreta-la

como uma distribuicao de probabilidade das amplitudes dos modos da radiacao. A
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Optica quantica torna-se uma Optica estocdstica na qual os estados da luz sao distri-
buicoes de probabilidades definidas no conjunto de possiveis realizacoes do campo
eletromagnético. A interpretagao estocastica da optica quantica deriva da fungao
de Wigner e essa interpretacao pode ser considerada como uma teoria de variaveis
ocultas do campo eletromagnético [2](vamos apresentar aqui a Optica estocastica

conforme essa referéncia).

Podemos relacionar a EDE a doptica quantica, relacionando a densidade de Wig-

ner associada a matriz densidade p,

W({a, ax}) = Tr [p@({ay, axc})] (2.73)

onde

® (ay,ax) = /Hk% exp [ﬁk <aTk — al"{) — By (ax — ax) | s (2.74)

descreve a “probabilidade”de observarmos a amplitude o do campo. A funcao de

Wigner para o estado de vacuo é uma gaussiana

W({ag, aih) = [] 2e 2o (2.75)

k

A propriedade crucial da funcao de Wigner é que a média no ensemble de qual-
quer polinomio das varidveis aleatérias ay, e ak, pesada pela densidade de Wigner,
corresponde exatamente ao valor esperado no espaco de Hilbert correspondente ao

produto simetrizado dos operadores ay, e ax, que é

O({af ar}) = / O({ag ax )W (o, })d*
= Tr {5S[0({ag. ix))) (2.76)

onde M é o numero de variaveis ay.

As fungoes no espago de fase do estado de vacuo na representacao P sao

P({ay, ax}) = H52 e, )) (2.77)

A equacao para W sugere que existe uma distribuicdo nao trivial para as am-
plitudes e fases dos modos no vacuo. Por outro lado, a funcao P, um produto de

deltas de Dirac, corresponde a ideia do vacuo vazio.
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Estados puros raramente tém uma funcao de Wigner positiva. Se a funcao de
Wigner é gaussiana, ela é positiva. A fungao de Wigner gaussiana para um tnico
modo pode ser escrita em termos da quadraturas reais se expressarmos « em termos
de X7 e X5. No caso do estado coerente, que é uma forma idealizada de um laser,

la) = | X7 +iX5), temos a funcdo de Wigner expressa por

Wz, 22) = %exp{—(xl _2X1) _ (@ _QXQ) L (2.78)

Para X; = X5 = 0, temos a representagao para o estado de vacuo como a Eq.(2.75).

Para o estado comprimido, a fungao de Wigner correspondente pode ser cons-

truida como

2 - X 2, ,—2s - X 2 2s
W(xl,xQ):%exp{—(xl 21) e _(m 22) ‘) (2.79)

em que s real é o parametro de compressao.

Em particular, para o estado de fock de um féton, a funcao de Wigner, dada
pela equacao
2 2 2
W, = — (2la)* = 1) exp (—2|af?), (2.80)
nao é positiva para todos valores de a. Pela dificuldade de se isolar o estado de
um tunico féton, esse estado coexiste com o estado de vacuo, o estado fisico nao é
nem |1) nem a superposicio (1/v/2)[|0) + |1)] mas estd em uma mistura estatistica

(1/2)[]0)(0] + |1)(1]], ou tem um ou nenhum féton. Esta é entao representada por
2
W, = %|a|2exp (—2]al?), (2.81)

que é positiva para todo valor de a. A conjectura sobre os estados fisicamente
realizaveis implica que essa é a descricao mais proxima do estado de um féton que

pode ser realizado em laboratério.

2.4.3 Teoria de Deteccao na ()ptica Estocastica

Para a teoria de deteccao na EDE, apresentaremos brevemente os resultados

mais importantes seguindo a referéncia [2].
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Na éptica quantica a probabilidade de detecgao, como visto na seccao 2.1.5, é
embasada no ordenamento normal que coloca os operadores de criacao de fétons a
esquerda e o operador aniquilacao a direira. Quando passamos para representagao
de Wigner, a expressao em ordenamento normal pode ser escrita como um termo
em ordenamento simétrico mais um comutador ([2] pagina 413). Uma consequéncia
imediata dessa mudanca de ordenamento é o aparecimento de um limiar para as

probabilidades de contagem.

As probabilidades correspondentes as detecgoes simples e conjuntas sao

P(r,t) = %/0 dr(li(r,t + 1) — Ip(r)) (2.82)
Pon(r,t) = (%)2/0 dT/O dr' ([Ln(r,t +7) = Io(0)] [T(x, t + ') = Lo(r)])

(2.83)

onde I = |[E™)|? ¢ a intensidade da luz e I; a intensidade média do campo de ponto
zero. As amplitudes que diferem significantemente dos valores de ponto zero sao
concentradas em torno de uma banda estreita ' que é definida, essencialmente,
pelo detector. Este possui eficiéncia e uma janela de deteccao que permanece
aberta no intervalo de tempo 7. A subtracao desse excesso de ruido que nao pode

ser detectado diretamente é realizada naturalmente pelo detector em ordem normal.

A deteccao de fétons envolve subtracao do campo de ponto zero que nao pode
ser feita sem uma fundamental incerteza. Assim, o detector pode ser ativado pelas
flutuagoes do vacuo, e isto explica porque foto-detectores nao podem trabalhar com
100% de eficiéncia, e sem ruido (contagem inesperadas, “dark count”), que frustra
a violagdo de uma desigualdade de Bell genuina (isso é chamado de “loophole”). A
teoria assim obtida preve uma quantidade de fétons detectados ligeiramente maior
que a prevista pela teoria quantica, mas ainda assim, concorda estreitamente com a

dptica quantica padrao dentro de uma margem de erro [37].



Capitulo 3

O Processo de Conversao

Paramétrica Descendente na EDE

No processo de conversao paramétrica descendente espontanea (CPDE), um laser
monocromatico de freqiiéncia wy tem seus fétons convertidos em um par de feixes que
sao mais correlacionados do que prevé a teoria classica. Um dos ramos é chamado
de sinal, cuja freqiiéncia indicaremos por ws, € o outro, de freqiiéncia w; é chamado

de complementar, onde wy = w; + w.

O processo CPDE usual, figura 3.1, é iniciado pelas flutuacoes quanticas do vacuo
e requer uma descri¢ao pela mecanica quantica. O estado do campo irradiado pela
CPDE ¢ dito quantico e sem analogo classico, sendo caracterizado por gerar pares
de feixes conjugados fortemente correlacionados, possuir tempo de correlagao muito
pequeno[38| e apresentar alta visibilidade do padrao de interferéncia na detecgao
conjunta[39]. Gragcas a essas propriedades, nos tltimos anos, os estados gerados por
esse processo, além de terem sido utilizados para o estudo dos aspectos nao-classicos
da luz [40], tém sido utilizados em varios experimentos aplicados como processa-
mento de informacao, aplicagao em metrologia, litografia, holografia, teletransporte
de imagens épticas [41, 42, 43, 44, 45].

Neste capitulo, mostraremos como descrever o processo CPDE usando uma te-
oria puramente ondulatéria, sem o conceito de dualidade. Através dessa descrigao,
podemos gerar as mesmas correlagoes da optica quantica que violam algumas desi-

gualdades e que classificam os estados do campo eletromagnético como nao-classicos.

29
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Figura 3.1: Processo de conversao paramétrica descendente espontanea. O campo
de bombeamento E, produz dois feixzes correlacionados, Es e L, inicializados pelas

flutuagoes do vacuo Ey e Ej.

3.1 Acoplamento de Ondas

Nesta secao, o objetivo é analisar, a partir das equagoes de Maxwell, as equagoes
que descrevem a geracao e a propagacao dos campos sinal, complementar e de bom-
beamento dentro de um cristal nao-linear com uma susceptibilidade de segunda
ordem x® (ver figura 3.1). Usaremos o método dos modos acoplados [46, 47] para
observarmos como a propagacao nesse meio leva a interferéncia entre campos de

diferentes freqiiéncias.

Para os campos em um meio dielétrico nao-linear, as equacoes de Maxwell podem

ser escritas como

VB = e T
oD 0

onde J = oE ¢é a densidade de corrente, o é a condutividade elétrica, P é o vetor

polarizacao do meio e D é o vetor deslocamento.

Em um meio anisotropico, o vetor polarizacao pode ser escrito como a soma de

um termo linear com um segundo nao-linear

P=cx E+Pnyp, (32)
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onde x é a suceptibilidade elétrica expressa como um tensor, pois se esta conside-
rando a anisotropia do cristal. Para meios isotropicos, essa grandeza é um escalar,

nao dependendo da polarizacao do campo.

A polarizagao nao-linear P, é o termo de segunda ordem com uma dependéncia

quadratica do campo elétrico

2 Wn TWm
PyL = Z €e; Z Z Xz(j,l (Wp = Wn + Wi, Wn, wm) B E (3.3)

jk nm

~ . ~ . 2 .
onde e; sao os versores nas diregoes i, ngli (Wp = Wy, + Wiy, Wy, wy,) determina as
componentes do tensor de segunda ordem. A freqiiéncia w, é a de polarizacao, w, e

Wy, sao as freqiiéncias dos modos dos campos.

O tensor susceptibilidade depende da freqiiéncia, classe de simetria do meio
e orientacao da polarizacao em cada freqiiéncia. Vamos considerar a simetria de
Kleinman [46, 47], que é vélida quando a dispersao das susceptibilidade é desprezivel
sobre a faixa de freqiiéncia de interesse. Se as freqiiéncias envolvidas forem muito
menores que a mais baixa freqiiéncia de ressonancia do meio, a susceptibilidade
nao-linear é praticamente independente da freqiiéncia e a resposta do sistema é
praticamente instatanea. Esta condicao, aliada a permutagao de indices, faz com
que estes possam ser permutados sem que as freqiiéncias sejam permutadas, de modo

que podemos abandonar a dependéncia em freqiiéncia ao tratar a susceptibilidade.

Limitaremos-nos entao ao termo de segunda ordem

(Pwi); = XL B Ex (3.4)

Vamos determinar o campo elétrico, a partir da Eq.(3.1), aplicando o rotacional
de E, da seguinte forma Vx V x E = VV -E — V2E, com V- E = 0,

OE O’E 0’P
V2E = Hoo 5+ o€y + o at;“ (3.5)

com o vetor de polarizagao linear definido como €;; = € (6;5 + Xij)-
Para resolvermos a Eq.(3.5) e simplificar o tratamento, tomemos (z) como sendo
a unica direcao de propagacao. Além disso, vamos considerar a propagacao dos

campos em forma de ondas planas, cujas derivadas transversas a essa dire¢ao sao
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nulas. Assim, consideraremos trés modos do campo elétrico, com as freqiiéncias cor-
respondentes wy, wi, wy, propagando-se na forma de ondas planas, com polarizacoes
lineares. Os indices (i, j, k), que se referem a uma das coordenadas cartesianas (x, y),

irao representar a orientagao de polarizacao de cada onda.

Escreveremos a parte de freqiiéncia positiva do campo monocromatico na forma
EX) (2, 1) = A (2, t)ebeat) | = j k. (3.6)

A equacdo de onda ndo-homogénea, Eq.(3.5) ird acoplar ondas monocromaéticas
como (3.6). As amplitudes A; irdo variar lentamente em fungao de z, uma vez que
x? e o comprimento de interacdo (comprimento do cristal /.) sio muito pequenos.
Em um meio anisotrépico, o vetor unitario de polarizacao nao é ortogonal ao vetor
k, desde que o vetor campo elétrico nao é paralelo ao vetor deslocamento elétrico.
Apesar disso, todos esses vetores, inclusive o vetor de Poynting, estao no mesmo

plano.

Para resolvermos a equagao de onda 3.5, vamos considerar o termo de polarizacao

nao-linear de segunda ordem na direcao k, com freqiiéncia ws

)

P]S;df)(zvtﬂk — Re XE?;A(WO)(Z)Aém)*(Z)e—i[(wo—w1)t—(k1—ko)z}] ) (37)

Voltando & Eq.(3.5), lembrando que as derivadas nas coordenadas transversas a
direcao de propagacao sao nulas e que para o modo de freqiiéncia wy se resume a

componente k da polarizacao, podemos escrever o laplaciano como

A ()

VEES = IS ALY (2) + 2iky—t el e (3.8)

onde aplicamos a aproximacao do envelope lentamente variavel:

dA?) (z) A (2)

Depois de considerar a amplitude variando lentamente, o que seguinifica descar-

tar as derivadas segundas de A, e fazermos algumas manipulagoes algébricas temos

2 4 (w2) dAY™ (2) o > (w2) /N ik
_kJQAk 2 (Z) + Qikad—zel( 22—wat) _ (—iWQ/LoUQ _WQNOEQ) Ak 2 (z)ez( 2z—wat)

0? y e 1 e
10 s [N AL (2) A" ()| ekt
(3.10)
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Considerando que a condutividade depende da freqiiéncia, que a atuacao da
derivada temporal seja dada por E — 1w, a equacgao de onda para a componente k

do campo na freqiiéncia wo torna-se

d w: w: . %] w1 )* —1 —
%Al(g 2)(2’) — 0y @A; 2)(2) — iy [ Ko [Xl(j;A( 0)(2>A§ 1) (Z)] o ilkrtke ko)z’

2 (3.11)

onde fizemos wy = wy —wy e k3 = poeaws. O termo relativo & condutividade oy trata
da absorcao no meio. A amplitude do campo 2 recebe, durante a propagacao, uma
contribuicao vinda da polarizacao nao-linear, que o acopla aos campos 0 e 1. Esta

contribuicao, se for feita com a fase adequada, levara a uma amplificacao do campo.

Podemos obter as equacoes para os demais campos repetindo o mesmo procedi-

mento, logo

d w w . w1 w2 ] —
ZATE) = o0 [ AR () iy |22 |G AL (2) 4 (2)] o)

(3.12)
d @), _ (1) B0 [ @) (o) g (we) ik tha—ko)z
FAE) = o [ ) iy [ A ()AL () e ,
(3.13)

com todas as equacoes acopladas entre si.

Estas equacoes constituem o principal resultado desta secao. Nos as aplicaremos

nas secoes seguintes e nos proximos capitulos.

3.2 O processo de conversao paramétrica descen-

dente na eletrodinamica estocastica

Usaremos um modelo de cristal que é extremamente largo no plano xy, e é fino
na direcao z, sendo esta a direcao de propagacao do campo de bombeamento. Des-
consideraremos as perdas no meio, desprezando o termo de absorcao ¢ nas equagoes
(3.11), (3.12) e (3.13). Podemos ainda assumir a simetria de Kleinman, de forma que

a susceptibilidade nao-linear serd a mesma para todas as equacoes e independente
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da frequiéncia. Assim, essas equacgoes podem ser escritas na forma mais simplificada

dAs ‘ . ,

7 = ix' ApAf exp (—iAkz)

dA; ‘ . ,

o = ix' Ap AL exp (—iAkz)

dA

d—;’ = i A Asexp (iAkz). (3.14)

Os indices s, 7 e p indicam “signal”, “idler”e “pump”, que sao comumente encontra-
dos na literatura para designar os feixes sinal, complementar e o de bombeamento.
A condicdo, Ak = ks + k; — k,, é a de casamento de fase, e, X’ é a constante de aco-
plamento proporcional a susceptibilidade de segunda ordem. Essas equacoes darao
origem aos efeitos de amplificacao dos modos sinal e complementar e a conseqiiente

deple¢ao do modo de bombeamento.

Assumindo que a eficiéncia de conversao do bombeamento é suficientemente
pequena, podemos assumir que o feixe de bombeamento é nao-depletado, isto é,
A, =~ cte. Portanto, as equagoes que descrevem a propagacao dos modos dos cam-
pos sinal e complementar podem ser escritas da seguinte maneira (veja [48] para

mais detalhes da derivacao utilizada aqui):

A,
i _ ix' ApA% exp (—iAkz)
dz
A
dds = ix'A,Af exp (—iAkz). (3.15)
z

Diferenciando uma das equagoes acima com respeito a z, e utilizando a segunda,

encontramos a equacao para uma das amplitudes. Para A; temos

d?4; . dA;
7.2 + 1Ak 7

—a?A; =0 (3.16)

onde o = (') |Ap]2. Podemos relacionar as amplitudes dos campos que chegam

ao cristal com as amplitudes convertidas da seguinte forma, admitindo |Ap]2 = cte
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(sem deplegao),

o’

)
X exp ( z—z) (3.17)

A1) = { 4 (0) [cosh(ozl) ZQAak sinh(oz’l)]Jrz’%A;‘ (O)Sinh(o/l)}

A (zt) = { (0 {cosh(al)—l—?—ksmh(al)] ng:(O)sinh(a’l)}

<o (~i52) (31)

onde foi definido o/ = o? — Ak?/4.

Podemos, a partir das eqgs. 3.14, obter as relagoes de Manley-Rowe

d ([APPY _ d (A d (1A
(L) = S () = () 1
dz( w; ) dz( Ws dz \ wp (3.19)

Esta relacao mostra que a taxa de producao dos feixes convertidos, sinal e comple-
mentar, é acompanhada do decréscimo da intensidade do feixe de bombeamento.
Este processo permite-nos dizer que a energia é conservada de tal forma que w, =
Ws + wj.

Desde que nenhum sinal seja injetado, o processo de CPDE nao podera ser ini-
ciado, nao havendo amplificacao. O processo ocorrera apenas se campos auxiliares,
A; e/ou Ag, associarem-se ao bombeamento A,, ou, se considerarmos que o espago
nao ¢ completamente vazio, mas preenchido pelas flutuacoes do vacuo cujo espec-
tro é isotropico e homogéneo em todos os sistemas de referenciais inerciais. Assim,

podemos aplicar as condigoes iniciais em t = 0,
Ai (0) = ak,(0) e A, (0) — ay,(0), (3.20)
para reescrevermos as amplitudes que deixam o cristal como

a; (z,t) = a;(0)cosh(az)+a

+ a} (0) sinh(az)
as(z,t) = as(0)cosh(az) + a;

(0) sinh(az) (3.21)

» *

<%

onde substituimos os campos classicos, sinal e complementar, pelas amplitudes com-
plexas das flutuagoes de campo zero que chegam ao cristal e consideramos um per-

feito ajuste de fase Ak = 0. As amplitudes a;(0) e a5(0) sdo varidveis complexas
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aleatérias gaussianas cujas médias sao: (ax) = (a;) = 0, (arar) = (aja;) = 0 e
<CLZCL}€/> = %5k,k/-

Podemos entao interpretar o processo CPDE como uma amplificacao das flu-
tuagoes do campo de ponto zero que chegam ao cristal devido a interagao nao-linear
com o campo de bombeamento na condi¢ao de ajustamento de fase entre esses cam-

pos.

Os campos convertidos que deixam o cristal sao dados por

| hw, :
EX (r,t) = Z 60; a; expli(k; - r1 — wit)],
ki
(+) hwr, .
By (ra,t2) = Z 60?(15 expli(ks - o — wst)], (3.22)
ks

com as médias nas amplitudes dos campos que deixam o cristal dadas por:

{a;) = (as) =0; (3.23)
{asa;) = icosh(a'l)sinh(a’l) (3.24)
(a;af) = (asal) = % [cosh(a/l)? 4 sinh(a/1)*] = % +sinh?(a’l).  (3.25)

A primeira das equagoes acima, junto com a terceira, revela um estado gaussiano
alargado em relagao ao vacuo, ou seja, de intensidade amplificada em relagao ao
vacuo. A segunda variancia representa a correlacao de fase entre os campos sinal e
complementar. A terceira variancia é a intensidade aumentada se comparada com
a do vacuo. Os resultados acima sao bem conhecidos da Optica Quantica, sendo
derivados partindo das equacoes de Heisenberg para o hamiltoniano correspondente

[49, 22] e passando do ordenamento normal para o simétrico.

A EDE sugere que as correlages entre os campos obtidos na CPDE sao devidas
ao acoplamento nao-linear dos modos do vacuo manifestados na condicao de ajusta-
mento de fase. Os campos de saida da CPDE, na aproximagao da EDE, podem ser
usados para gerar correlagoes EPR (veja secao 1.2) para as quadraturas do campo,

que sao variaveis continuas canonicamente conjugadas.

No dominio quantico, o processo é induzido pelas flutuagoes quanticas do vacuo.
Por isso, a descricao apresentada nesta secao traz resultados para entendermos a
natureza das flutuacoes de vacuo nas correlacoes de quadraturas tipicas de emara-

nhamento das varidveis continuas da CPDE na teoria quantica.
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O emaranhamento de variaveis continuas, como posicao e momento, foi utili-
zado para propor varios protocolos de informacao quantica tais como: computacao
quantica, corregao de erro quantico, teletransporte e clonagem quantica [50, 51, 52,
53]. Na EDE, campos emaranhados sdo apenas ondas correlacionadas, a discussao
dos critérios de classicalidade para esses campos descritos por uma teoria classica é

importante como uma precaugao extra para a realizagao desses protocolos.

3.3 Critério de Emaranhamento e Correlacoes Classicas

na CPDE

O objetivo desta secao é mostrarmos que efeitos opticos nao-cldssicos como vi-
olacao da desigualdade de Cauchy-Schwartz [22], do critério de Duan e do critério

EPR da M. Reid, podem ser obtidos pelos campos descritos pela EDE.

Podemos destacar que a desigualdade classica de Cauchy-Schwartz pode ser vi-

olada na forma

el > |(aiod - 5| [taza) = 5] (3.26)

onde as médias sao dadas pelas Eqs.(3.23 - 3.25). E importante notar que o lado
esquerdo da desigualdade (3.26) pode ser medido por interferometria (ver figura
3.2) e nao depende da energia de ponto zero. Os campos sinal e complementar sao
misturados por um divisor de feixes 50/50 (transmissao 50%). Os modos de saida, ¢
e d, sao combinacoes dos modos de entrada. Com a escolha adequada para a rotagao

dos modos e selecao da fase, temos os modos de saida

a; + a*e™ a; — a*e'®
c=BT8E g ST 4C 3.97
7 7 (3.27)

Os detectores D; e Dy medem a intensidade dos feixes de saida
I = ¢*c = = (afa; + alas + aa5e’ + ajale ™) (3.28)

I =d'd = (afai +atas — a;age”? — afa:e”’) ) (3.29)
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Figura 3.2: Deteccao homodina. O divisor de feixes mistura os campos incidentes a
e b (que passa por um defasor), fornecendo em sua saida os modos ¢ = a + b*e™® ¢
d=a—be?.

A diferenca nas intensidades dos detectores [_y = I; — I, dé o elemento de fase (ab)

da equagao (3.26), onde

¢ = 0 = I_y= Re(aas),
¢ = w/2 = Iy =Im(was). (3.30)

O lado direito da desigualdade (3.26) é o produto das intensidades amplificadas,
dentro do cristal nao-linear, pelo laser de bombeamento. Se supormos que os de-
tectores sao calibrados para medir apenas o excesso na intensidade, ja que estava
em equilibrio com o vécuo e calibrado para nao medi-lo, a violacao da desigualdade
de Cauchy-Schwartz pode ser entendida como conseqiiéncia da perda de informagao
devido a remocao da intensidade inicial. Essa incapacidade dos detectores para ob-
servar os processos que ocorrem abaixo do seu nivel de deteccao pode ser responsavel
pela aparente violagao da localidade. De fato, veremos também que o critério de
Duan é também violado pelas variancias obtidas pela EDE. O lado direito envolve
medidas de intensidade onde os detectores sao insensiveis as flutuacoes de ponto
zero. Assim, vale salientar que sem a subtracao da energia de ponto zero nao ha

violagao da desigualdade de Schwartz.

Para realizacao do nosso objetivo, utilizar os campos gerados pela CPDE para

gerar correlacoes EPR, serd 1til considerarmos os campos em termos das quadraturas
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X, = (ay+a}) /iv2e Y = (a; — a}) /iv/2. Temos entdo as seguintes expressoes para

as quandraturas dos campos convertidos:

X, = coshrcosf, + sinhr cos6;,

X; = coshrcosf; + sinhrcosf,,

Y, = coshrsinfy — sinhrsiné;, (3.31)
Y; = coshrsin#; — sinhrsin 6,

onde utilizamos a Eq.(3.21), as amplitudes complexas a; = € /2 e af = e /2 e

fizemos r = al.., l. sendo o comprimento do cristal.

As quandraturas acima estao classicamente correlacionadas. Embora cada qua-
dratura seja livre para flutuar aleatoriamente, a condicao de acordo de fase, devido

ao acoplamento nao-linear, impoe correlacao de fase entre os campos produzidos na

CPDE.

Quando trabalhamos com as quadraturas combinadas X4y = X, + X, e Y} =
Y, £ Y;, podemos mostrar que X_ e Y, formam um par de variaveis EPR “com-
primidas”, ou seja, as flutuagoes das varidveis combinadas X _ e Y, sdo menores
que as flutuacoes das partes, similares aquelas do dominio quantico, para o qual
o critério de Duan é violado. Vale ressaltar que as variancias calculadas aqui sao
normalizadas pelo ruido de fundo determinado pelas intensidades individuais dos

campos nao-correlacionados, sinal e complementar, que entram no cristal.

Para o modelo classico utilizado aqui, podemos mostrar, a partir das Eqs.(3.31),
que
(XY +(X2) =2 <2, (3.32)

As correlacoes classicas violam essa desigualdade similar a de Duan, que é um critério
de separabilidade visto no Capitulo 2. Vemos aqui que este critério nao pode ser
considerado a fronteira entre o comportamento quantico e o classico, pois acabamos
de apresentar uma teoria classica capaz de gerar as mesmas correlagoes previstas

pela mecanica quantica.

Um outro importante exemplo é o critério proposto por M. Reid [29], embasado
nas variancias das quadraturas das variaveis EPR , visto no Capitulo 2. Como visto,

esse critério ¢é utilizado para caracterizar as correlagoes do tipo EPR geradas pelo
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CPDE. Seguindo o mesmo procedimento, vamos assumir que a medi¢cao da quadra-
tura X;, por exemplo, nos permitira inferir, com algum erro, o valor da quadratura
X,. Similarmente procederemos para a quadratura Y e Y;. Isso permitird fazermos
uma estimativa linear da variancia das quadraturas, que serao minimizadas para das

variancias de saida

X X, )?
A% X, = (X2 — <Z—5 3.33
inf < z> <X52> ’ ( )
e
Y;Y,)?
A? Z-:Y?—“s 3.34
inf < z> <Y;2> ) ( )
e o critério para a existéncia de correlacoes EPR é
1
2 2
Ning Xilin Vi < 5. (3.35)
Aplicando o critério para o resultado obtido das eqs.(3.31)
A2 Y A2 Y =1 ] (3.36)
nf ST T 9 cosh 28 T 2 '

Vemos aqui um outro critério que nao pode ser considerado como fronteira entre o

comportamento quantico e o classico.

3.4 Conclusao

Nos tltimos anos, os emaranhamentos de varidveis continuas foram utilizados
para propor varios protocolos de informacao quantica. Entretanto, a caracterizacao
dos emaranhados de variaveis continuas ainda gera discussao no meio especializado.
Enquanto a violagao de desigualdades, como as de Bell, para varidveis discretas é
comumente aceita como fronteira entre o comportamento quantico e classico, ainda

nao ha o consenso para as variaveis continuas.

Vimos aqui que as correlacoes classicas entre campos independentes amplifica-
dos pela CPDE utilizando a EDE, uma teoria de realismo local, reproduzem as
propriedades estatisticas previstas pela éptica quantica para a CPDE e violam as
desigualdades Cauchy-Schwartz, de Duan e da M. Reid.
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Podemos obter o mesmo resultado apresentado neste capitulo, substituindo as
flutuagoes do vacuo por dois lasers de baixa intensidade e independentes, interagindo
com um laser de bombeamento intenso, dentro de uma cavidade 6ptica com um cris-
tal nao-linear, como na figura 3.3 (ver referéncia [54]). Os campos de entrada sao
gaussianos e independentes, fazendo o papel das flutuagoes de vacuo que iniciam
o processo CPDE. Enquanto o CPDE requer um tratamento da éptica quantica,
o CPDE estimulado, considerado em [54], pode ser descrito pela ética nao-linear
apresentada em varios livros texto [46, 47]. Nesse caso, a deteccao se faz da mesma
maneira que, na EDE, ou seja, o detector é calibrado de tal maneira que quando
iluminado apenas pelo laser que passa pelo sistema sem a cavidade, nao dispara as
contagens, quando amplificado pela cavidade mede o excesso na intensidade. E in-
teressante observarmos que os critérios de emaranhamento para varidveis continuas
podem ser ainda utilizados quando as variaveis da mecanica quantica sao substitui-

das em contrapartida por suas classicas.

O problema onde o processo é estimulado por duas fontes estocasticas nao-
correlacionadas, tal como dois lasers independentes, mostra que as correlagoes classicas
obtidas também violam a desigualdade de Cauchy-Schwartz, bem como os critérios
de Duan e o critério EPR proposto por M. Reid. A teoria apresentada neste caso nao
corresponde a EDE, mas ainda fornece esclarecimentos sobre o papel das flutuagoes

de vacuo no emaranhamento das quadraturas de campo.

Os critérios que evidenciam o emaranhamento das variaveis continuas assumem
que a teoria quantica é fundamental para a descricao do sistema. Entretanto, eles
nao podem ser considerados uma fronteira entre o quantico e o classico, uma vez
que sistemas com ruidos cléssicos também violam as desigualdades de Duan e da
M. Reid. Por isso, a andlise e a discussao desses critérios no contexto classico é
importante como uma precaucao extra com relacao a realizacao dos protocolos de

informacgao quantica propostos na literatura.
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Figura 3.3: Amplificador paramétrico. Dois feixes independentes, sinal e comple-
mentar, sao injetados e interagem com um laser intenso dentro de uma cavidade
optica. Depois de deizarem a cavidade, os feizes amplificados, sinal e complemen-

tar, sao combinados em um processo de homodinagem [54).



Capitulo 4

Imagem Fantasma

4.1 Introducao

Conceito de imagem éptica é bem definido na éptica classica. Se um objeto é
iluminado por uma fonte luminosa, existira uma equacao que define a relacao entre
pontos no plano do objeto e os pontos no plano de formacao da imagem. A formacao
da imagem sera o resultado da interferéncia construtiva e destrutiva dos feixes de
luz que deixam o objeto iluminado. Na realidade, nao existira uma correspondéncia

perfeita entre esses pontos, diminuindo assim a resolucao da imagem.

Asimagens fantasmas tém as mesmas caracteristicas basicas das imagens classicas,
tal como a relagao entre os pontos do objeto iluminado e os pontos do plano de
imagem. Entretanto, dois feixes correlacionados sao utilizados para a formacao da
imagem. A luz que chega no plano da imagem nao passa pelo objeto e a corres-
pondéncia entre o ponto no plano do objeto e o plano da imagem é observada pela

correlagao do par de fétons com um comportamento quantico nao-local.

O experimento de “interferéncia e imagens fantasmas”é tipicamente um de in-
terferéncia de dois feixes luminosos no qual sua realizacao é creditada ao carater
quantico das correlagoes entre esses pares conjugados, ditos emaranhados. O estudo
de correlagoes entre campos da luz com essas caracteristicas tem atraido grande
interesse nos ultimos anos, visto que trabalhos tratando deste assunto, abriram
um novo ramo na 6ptica quantica intitulado Imagens Quanticas. Entre os siste-

mas capazes de gerar feixes altamente correlacionados estd o ja citado amplificador

43
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Figura 4.1: Esquema do primeiro experimento que verificou a “deteccao da Imagem
Fantasma”[61].

paramétrico éptico. Varios trabalhos exploraram o emaranhamento do momento
transverso para obterem as imagens fantasmas no regime de contagens de fétons na
CPDE [55, 56, 57, 58, 59]. Também ja foi realizado o controle da imagem através da
polarizagdo combinando emaranhamento transverso com o de polarizac¢ao [60]. Em
1995, T. B. Pittman e colaboradores [61] demonstraram o primeiro experimento de
imagem fantasma. O esquema do experimento ¢ mostrado na figura 4.1, sendo um
laser é usado para o bombeamento de um cristal nao-linear que produz pelo processo
CPDE o par de feixes emaranhados, sinal e complementar, ortogonalmente polari-
zados. O par deixa o cristal colinearmente com w, = w; = w,/2 (caso degenerado).
Os feixes, sinal e complementar, sao separados do feixe de bombeamento por um
cristal e sao enviados em diferentes diregoes por um divisor de feixes polarizador. O
sinal passa através de uma lente convexa e ilumina uma abertura antes de chegar ao
detector D; que é mantido fixo. O feixe complementar, detectado por Dy, varre o
plano (x,y) transverso ao feixe complementar. Foi obtida no perfil de coincidéncia

a imagem da abertura, que ganhou um fator de ampliagao 2.

Foi constatado que as distancias entre a abertura e a lente, d,, e a distancia



45

entre a lente e o detector do feixe complementar, passando pelo cristal nao-linear,

d;, obedeciam a equacao para a lente de distancia focal f da dtica geométrica,

1 1 1
? - d—+d— (41)

A ampliagdo da imagem é dada por m = (d;) /ds.

Na visao de Klyshko e dos colaboradores [58] que estudaram esse efeito para
uma observacao nao usual do efeito de difracao e interferéncia, o detector do feixe
sinal funciona como uma “fonte”de luz que ilumina a abertura. Posteriormente ela
é refletida pelo cristal nao-linear que funciona como um “espelho”, sendo detectada

pelo outro detector. Esta é conhecida como interpretacao de ondas avancadas.

A, : QD;
A1 AQ A1 AE

Figura 4.2: Esquema do experimento de fenda dupla nao local [56]. No caminho de
cada feize, produzido pelo processo CPDE, foi colocado uma abertura que, superposta,
forma uma figura que € a sobreposicao das aberturas. O padrao obtido pela detec¢ao

conjunta foi o da figura sobreposta.

Outro trabalho bastante citado, e que vai nesta mesma linha, foi a observagao do
padrao de interferéncia por uma fenda dupla nao-local realizado por E. J. Fonseca,
P. H. Souto Ribeiro, S. Padua e C. H. Monken [56]. O esquema do experimento esté
na figura 4.2. Foi colocado no caminho de cada feixe uma abertura que, superposta,

forma uma abertura com dupla fenda do experimento de difracao.
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As contagens individuais revelaram caracteristicas de cada abertura, separada-
mente, embora nao se tenha formado imagens no plano de deteccao. Porém, o
perfil da taxa de coincidéncia, ao varrer-se o detector do feixe sinal, resultou em um
padrao de interferéncia, apontando explicitamente para caracteristicas nao-locais na
formacao da imagem. Além disso, foi dada, neste trabalho, uma explicacao tedrica
para o efeito, gerando uma abordagem que permite o estudo de véarios outros siste-
mas [62].

Experimentos posteriores [63, 64] e consideragoes tedricas [65, 66] demonstraram
que as imagens fantasmas poderiam ser obtidas com luz térmica. Porém, apesar de
haver formacao das imagens sem a necessidade de um par de feixes emaranhados, a
diferenca entre os tipos de luz utilizados esta na qualidade da imagem, visibilidade,

apresentada pelo uso dos feixes emaranhados.

A teoria das imagens utilizando fétons gémeos requer a descricdo quantica para
ambos, fonte e estatistica da fotodeteccao. Entretanto, as imagens formadas com luz
térmica admitem uma descri¢ao semiclassica do campo e dos detectores limitados
pelo ruido de fundo (“shot noise”). Essa disparidade tem despertado o interesse
(67, 68, 69] em estabelecer uma teoria unificada que caracterize a fisica por detrés
do fenémeno da imagem fantasma, delineando a fronteira entre o comportamento
quantico e o cldssico. B. I. Erkmen e J. H. Shapiro [70] propuseram uma teoria a
partir de estados gaussianos da luz para unificar esses comportamentos. Para eles,
as imagens na posicao transversa p podem ser encontradas através das correlagoes

cruzadas entre os campos detectados

Clpy) = (ix(t)iz(t))
= (E}, (p1,t1) Eby (pyt2) Epi (py,t1) Ep2 (py, t2)), (4.2)

onde a média é feita sobre os operadores do campo eletromagnético na ordem normal.
O campo Ep (p,t) se propaga através de um sistema linear de elementos 6pticos que

pode incluir lentes e espelhos, chegando ao plano de detecgao.

Em geral, a imagem pode ser expressa em termos de duas partes nao-sensiveis

a fase, sendo que uma dessas duas contribui para um fundo que borra a imagem, e
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uma terceira sensivel & fase

<EI)1 (p1,t1) EE2 (P2, t2) Ep1 (p1,t1) Ep2 (po, t2)) =
<E1T)1 (p1:t1) Ep1 (P, t1)><E})2 (P2, t2) Ep2 (po, t2)) +
(Eby (p1.t1) Epa (pa, t2))” + {Ep1 (py. t1) Epa (py, 12)) . (4.3)

A fatoracao acima é dada pelo teorema dos momentos gaussianos [71]. Esta des-
cricao quantica aplica-se tanto para fontes classicas como nao-classicas. Para fontes
classicas pode-se chegar a uma expressao idéntica para a equagao 4.3, substituindo o
operador campo por um campo eletromagnético classico, e considerar que o detector

remove as flutuacoes de vacuo.

Qualquer par correlacionado pode ser obtido com estados gaussianos classicos,
pois a imagem nao carrega uma assinatura quantica per se. Entretanto, se a imagem
de uma fonte gaussiana cldssica e uma gaussiana nao-classica possuem funcoes de
correlagao idénticas, as fontes de campos nao-cldssicos atenuados (poucos fétons)

fornecem uma maior resolucao.

A observagao de correlagao entre dois pontos nao é recente. Em 1956, Hanbury
Brown e Twiss (HBT) [72, 73] fizeram a primeira experiéncia de interferometria es-
telar que media a interferéncia entre duas intensidades de campos incidentes em dois
detectores distintos. Eles demonstraram, pela primeira vez, dois tipos de correlagao
de segunda ordem: correlacao espacial e correlacao temporal. Um esquema do ex-
perimento de HBT que mede a correlacao espacial transversa de segunda ordem é

apresentado na figura 4.3.

A observagao de um campo parcialmente correlacionado gerou discussoes sobre
a natureza classica ou quantica do fenomeno. A experiéncia de HBT, utilizando luz
comum, cadtica ou térmica, natural ou artificial, apresentou na teoria quantica uma
fungao de correlagao de segunda ordem, eq.(4.2), que podia ser descrita por uma
teoria estatistica para as correlacoes entre as intensidades dos campos que flutuam

aleatoriamente. Desta forma, o fenomeno foi interpretado como um efeito classico.

H4 uma discussao acalorada se as imagens fantasmas sao um simples efeito
classico similar ao apresentado por HBT [65, 66, 67, 70, 74]. Acrescentamos a
esse debate a pergunta: qual o papel do campo de ponto zero, nao considerado por

HBT, para a formacao destas imagens?
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Figura 4.3: Esquema do experimento de Brown e Twiss que mede a correlagao trans-

versa. O tamanho angular da estrela é dado por Af.

Neste capitulo, apresentaremos o estudo sobre as imagens fantasmas utilizando
os campos do processo CPDE, descrito no capitulo anterior segundo a EDE, que

estd no contexto dos estados gaussianos.

4.2 Imagens fantasmas segundo a EDE

Estamos interessados na coincidéncia da detecgao do feixe sinal e o convertido,
quando os campos amplificados pela CPDE sao flutuagoes do vacuo. A taxa de
coincidéncia dos campos que chegam nos detectores Dy e Dy, localizados nos pontos
r; e Iy, nos respectivos tempos t; e to, é proporcional a funcao de correlacao de

segunda ordem dada por
G® = (Ep, (r1,t1) Epi (r1,t1) Epg (va,t2) Eps (v2, 2)) (4.4)

que, diferente da equagao (4.3), Ep; (r1,t1) e Eps (ra,t2), sdo campos cldssicos sem

uma imposicao de ordem. Os campos nos detectores, em termos dos campos que
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deixam o cristal, podem ser expressos por

hwy,., .
Epy (ri,t1) = Y \ L’“;hl (r1, ki) a; exp(—iwg,t1),
ki 0
| Iy, .
EDQ (I’Q, tQ) = Z c L3 hQ (I‘Q, ks) Qg eXp(—ZWkStQ). (45)
ks 0

A funcao resposta h(r,k) descreve a propagagao dos campos através de sistemas

6pticos lineares que sao detectados nos detectores D; e Dy. Os vetores r e k serao
considerados como uma soma de suas componentes transversais e longitudinais, r =
p+ 2z ek =q+k.,z. Note que os campos nos detectores dependerao das flutuagoes

do vacuo que sao amplificadas pelo cristal, como vimos no capitulo anterior

a

[V

*

a; = a;(0)cosh(az) + a (0)sinh(az)
as = as(0)cosh(az) + a; (0)sinh(az) (4.6)

~

Para analisarmos a capacidade dos campos amplificados em produzir imagens
por coincidéncia na detecgao, vamos considerar as propriedades de correlacao dos

campos. Estamos, pois, interessados no experimento como aquele da figura 4.1.

4.2.1 Autocorrelacao

Primeiramente, vamos calcular a funcao de autocorrelacao para o campo conver-

tido que passa por um anteparo antes de alcancar o detector D1,

hwy [ hw, .
(Ep1Ep1) = ZZ\/ OLké\/eoLké exp[—i(wy, — wi, Jtalh (r1, k) b (r1, ki) (a7 aq)
K ki

€
LN°[1 hw,
= (5) [3remen] fanZm ek (47

onde tomamos a média sobre as amplitudes aleatérias dos campos como na eq.(3.25)
e substituimos a somatdria restante pela integral, y., — (%)3 [ &k com d*k =
dk,dk,dk..

Podemos fazer algumas aproximacoes que facilitarao as resolugoes da integral

acima, assim como as proximas que virao.

/d3k—> /qu/dkz = /qu/d%}. (4.8)
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Aproximagao para um feixe quase colimado, d*q = dk,dk,, e q = k,x + kyy é o
vetor de onda transversal, paralelo a face de saida do cristal. Vamos assumir que as
frequéncias centrais dos campos sinal e complementar sao degenerados, ou seja

w, = Q, +v

W, = ka — UV

Qki = ka = u)kp/Z <49)

e vamos assumir que v < ), e o caso degenerado wy, = wy, = wy,/2. Logo a
equagao (4.7) fica

(E}Ep1) = o 5t sinh(a/l) dwg, [ d qie(]?]hl (p1,q) |5, (4.10)

aproximacao de feixe colimado propagando-se na direcao z.

O propagador caracterizando a propagacao da face de saida do cristal, passando

por um anteparo, até o detector é

h —iw (zw/c )(d—+dy) d2 d2 ap
—= i A

exp{—%| pa—pel b tloen {3 1o pi | (w1

onde p e p, sao, respectivamente, as coordenadas transversais do plano na face de

saida do cristal e do plano do abertura, t(p4) é a transmitancia que caracteriza a
abertura, d_ a distancia entre a face de saida do cristal e a abertura, e d a distancia

entre a abertura e o detector. Para simplificar faremos d_ = d..

Substituindo (4.11) em (4.10), temos a fungao de correlagdo cuja integral é de

dificil resolucao, assim faremos a aproximacao de Fraunhofer:
1w 712
——|p— 4.12
eXp{ 50 1P p|}—>eXp( P p> (4.12)
valida quando A%/d\ < 1, onde A ¢ a largura da fonte ou da fenda iluminada.

Desta forma podemos fatorar termos da fase global que sao considerados constates

para a integracao e dentro da integral manter o termo com o produto p - p’.

Logo (4.10) torna-se

L
(E}Ep1) = (2—> [ + sinh (1) ]/dwk /d2qZ |/d2p e UiPat(p )2
m
4

= (L) [l smie] [ e d2qzho°”;3 (Q—d) fal  (413)
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A funcao de correlagdo acima sugere que pode haver padrao de interferéncia
detectado por D1, desde que os componentes transversos do vetor de onda ¢; al-

cancando o detector seja suficientemente estreito.

A diferenga entre a Eq.(4.13) e a prevista pela éptica quantica [75] é o fator meio
dentro do paréntese do lado direito da expressao acima. De acordo com o resultado
obtido, o campo de ponto zero na presenca de um anteparo, que pode ser uma

estrutura difrataria, pode adquirir também um componente coerente de difracao.

Podemos agora, usando a Eq.(4.13), calcular a taxa de contagem para a deteccdo
simples em D1 usando a Eq.(2.82). Vamos assumir um filtro estreito em frente ao
detector, [ dww — Aww.

Pi(r, ) o (;)6 fsinh(a’0)?] Ay, / quif:”L’f; (2) fit@)P, (11

T 2med

o processo de detecgao remove o termo 1/2 das flutuagoes do vacuo, resultado esse
que pode ser obtido por uma teoria quantica cujos operadores estejam em ordem
simétrica. Para a funcao de correlagao do feixe sinal, que propaga livremente até o

detector D2, temos

heyy
(EpyBps) = eOLk3 N 60L3 exp|—i(wk, — Wi, Jtalha (2, k) b3 (72, kL) (alay)

[k’ [ks]

_ / 2
= (27r> {Q—i-smh l) ]/dwk /d ¢i— 0L3

A funcao resposta caracterizando o campo que se propaga livremente na apro-

ximacao de Fraunhofer é dada por

— (iw/c) ;
iw\ e iw
h =|(=— d? ——(p- q - . 4.1
(p,q) ( 27?0) y / po exp { 5.q (P Pc) g Pc} (4.16)
Quando substituimos (4.16) em (4.15), e resolvemos as integrais nas suas respecti-

vas variaveis, temos uma func¢ao de autocorrelagao que nao depende do deslocamento

do detector. Logo, nenhum padrao de interferéncia sera observado.

Assim, vemos que na deteccao singular do feixe sinal, aquele que passa pela fenda,
pode apresentar uma modulacao espacial medida em D1 se a fenda for muito pe-
quena. No feixe complementar, onde a onda plana propaga-se livremente, nenhuma

modulacao pode ser observada, como o esperado.
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4.2.2 Correlagcao de intensidades

O perfil de coincidéncia, que indica o padrao formado pelo anteparo, é encontrado

a partir da equagao (4.4)

G(z) - <ED1ED1ED2ED2

hw : [hiw

hwi | hwy ‘ /
i\~ 73 - - t|h k) hi(r,K.) (ata,
X;kz \ €LV eL? expl—i(wp, —wir, )t (11, k) 11 (11, k) {agas) +
[heor. [P, ,
+ZZ . I]jg p Lk3 exp[—i(wk,ta + wi,t1)]h1 (r1, k;) ha (72, ki) (asa;) X
ks ks 0 0

heor, R, , . )
S = s expl—iwn b 4wt I (ki) B (2, k) (a,0,)
ke i € EOL

(4.17)

onde, para um processo gaussiano, usamos a propriedade
(ABCD) = (AB)(CD) + (AC)(BD) + (AD){(BC),

como a expansao dos momentos gaussianos na equagao (4.3).

Convertendo novamente as somatérias em integrais, e tomando a média sobre as

amplitudes aleatorias dos campos sinal e complementar, como visto no capitulo 3,
a Eq.(4.17) torna-se

L\° h(wr, — wk,) [ hwy
G(Z) — (I MT - /d3]€5 P s s [ 1wk —wig b2 —iwg g t1]
< 1>< 2)"‘ 27 | €03 €0L3 %

xhy (71, k, — k) by (79, k) sinh(a/l) cosh (/1) |2,
(4.18)

e a correlagao pode ser expressa em termos de uma parte nao-sensiveis a fase, sendo
que essa contribui para um fundo que borra a imagem, e outra sensivel a fase. Para

resolucao das integrais acima, podemos novamente utilizar as aproximagoes descritas
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também acima. Assim, (4.18) torna-se
I\6
G® = (I)(I,) + (2—> sinh?(a/l) cosh?(a/l) x

hw . )
x| / deor, / qus( offs) el ~tm o)t tilp, (py, —qu) ha (P, as)

(4.19)

O primeiro termo do lado direito da Eq.(4.19) é o produto das distribuigbes de
intensidades nos detectores, e nao pode ser usado para realizar as imagens por
coincidéncias. Entretanto, o segundo termo no lado direito da Eq.(4.19) tem a forma
similar da funcao de correlacao encontrada nas imagens por coincidéncia, utilizando
fétons emaranhados [75]. A diferenca, para o caso quantico, estd nas intensidades

(I) e (1), que possuem um termo de excesso de ruido devido as flutuagoes do vécuo.

Para encontrarmos a taxa de coincidéncia na contagem dos detectores D1 e D2,

como no caso quantico, devemos remover o excesso de ruido usando a Eq.(2.83)

Pro(r,t) o< ({I(r,t) — Io(r)}{I(x',t") — Io(x")}). (4.20)

Assumiremos, também, que as janelas de tempo sao idénticas e que os detectores

possuem filtros e mesma eficiéncia n:

L 6 2 4z 2
Pio(r,t) (%> [Slnh /dtl/dt2|/dwk d qZGDL3 <27rcd> t(q;)]

L
x [sinh(a'l)? /dw /dqu L3 (py,ai) |+ (27r> sinh?(a/l) cosh?(a/l) x

hw . .
X_/dtl/dt2|/dwkp/d2qs< 0?3> : 1<wkp_wks>t2_w,€5tl]h1 (P, —ds) b (P2, ds) |2-

(4.21)

Por simplicidade, vamos considerar o regime de contagem de fétons onde a janela
de coincidéncia nao afeta o resultado da contagem para apenas um par de fétons
produzido no tempo 7. Para esse regime, a baixa producao dos pares acontece
quando o/l < 1. Dessa meneira, o primeiro termo do lado direito da equacao (4.21)

é desprezivel se comparado ao segundo, pois sinh(a/l) — o/l. Podemos aproximar
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as integrais na frequéncia e no tempo por 27 AwT

I\
Po(r,t) o< 27Aw <2—) sinh?(a/l) cosh?®(a/l)

™

hwr, \
4€0L3

Substituindo os propagadores dados pelas Eq.(4.11) e Eq.(4.16) em (4.22), temos

2

/ d*qshy (p1, —as) ha (P, ds) (4.22)

Piy(r,t) o< 21 Aw L NRED 2sinhQ(O/l) cosh?(a'l) ‘1?(8&) ‘2 (4.23)
1245 27 4eg L3 c2d/1 '

4.2.3 Exemplo

Para ilustrar, vamos calcular explicitamente a integral para o caso unidimensio-

nal, onde o anteparo é uma fenda dupla. Assim, a funcao transmitancia, ilustrada
na figura abaixo, ¢ dada por

/ / / /
— — 1
t1 (x') = rect (X XO) + rect <X +X0> = 1, ’(X XO) ,’(X +XO)‘ <3
a a a a 2

"+
= 0, para os outros (X X0> (4.24)
a

tx’)
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Entao,

o TAT (%)6 < Z‘;’ E)Q sinh?(a/1) coshQ(a'z>ShE2_El;2_<(i;(§§)] cos? [—%C (a;2)] .

(4.25)

O padrao de interferéncia é determinado pela distancia entre o anteparo, a face do

cristal e o detector, a separacao entre as fendas e a posi¢ao = do detector.

Este exemplo mostra o que a mecanica quantica chama de difragao nao local.
Na optica estocastica, os feixes oriundos da amplificacao do vacuo e correlacionados
pelo cristal nao linear irao gerar os mesmos resultados da mecanica quantica se as

flutuagoes do vacuo forem eliminadas nos detectores.

4.2.4 Conclusao

Ja foi mostrado que o experimento acima pode ser simulado usando uma fonte es-
tocéstica, com espectro de frequéncia espacial amplo, correlacionada classicamente.
Essa condicao assegura que nenhuma imagem serd formada posterior a um anteparo
iluminado por essa fonte. Para o caso em que feixes emitidos por essa fonte estejam
correlacionados em momento, a correlagao de intensidade é preservada a campo dis-
tante, nao acontecendo o mesmo a campo préximo®. Para campos correlacionados

classicamente em momento, temos [75]

Puo(r, 1) o K / Pa by (01— ) [hz (0o @) (4.26)

Na configuracao para formacgao de imagens a campo distante, o propagador do feixe

que passa pelo anteparo fica hy (p,, —qs) o< t (% p1— qs> e para o que se propaga

livremente até o detector |hy (py, q3)|2 x 62 <% Py — ql-), o resultado encontrado é
igual ao da Eq.(4.23) a menos de um fator constante. Entretanto, para a confi-
gUracao a campo proximo |hs (ps, qs)|”  exp (ps - qs), 0 esquema nao da nenhuma
informagao sobre o anteparo, pois a funcao de correlacao torna-se constante com

p-. No experimento de interferéncia e imagem por coincidéncia na detecgao, apenas

30 conceito de “campo préximo”foi definido por Fresnel para distinguir do “campo distante”de
Fraunhofer. O campo préximo de Fresnel é diferente daquele que considera a distancia em relacao

a superficie de poucos comprimentos de onda
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estados tipo EPR, produzidos no CPDE, apresentam correlacao espacial em ambos,
campo préximo e campo distante. Essa correlacao surge devido a informacao re-
lativa a fase, impressa nos feixes signal e complementar, que estd na exponencial
dependente do momento transverso na Eq.(4.22). Na fungao de correla¢ao com fon-
tes de luz cléssicas, o fator de fase desaparece na Eq.(4.26), e a imagem do objeto
é formada em campo préximo quando o campo é correlacionado em posicao ou em
campo distante quando o campo esté correlacionado em momento [76]. Na Ref. [76]
os autores argumentam que esse é um experimento que € 1til para discriminar a

presenca de emaranhamento quantico.

Para B. I. Erkmen e J. H. Shapiro [70], é possivel a producao de campos gaus-
sianos classicos que produzem imagens tanto em campo préximo como em campo
distante. Na figura 3.3, temos o exemplo de uma fonte classica que apresenta essa
caracteristica. O diferencial entre as fontes classicas e quanticas estd na resolucao da
imagem em todas as aproximacgoes para o campo. Para as imagens na EDE, o ruido
de fundo, causado pelas flutuacoes de vacuo, leva a perda de resolugao da imagem
se a teoria de detecgao nao remover esse ruido. Vimos aqui que, se a teoria fizer essa
remocao, nao temos como diferenciar a teoria classica da quantica. Assim, as ima-
gens quanticas, vistas como um experimento EPR, nao podem ser um critério para
caracterizar as correlacoes classicas produzidas pela conversao paramétrica descen-
dente. Esse critério, como os apresentados no capitulo 3, nao pode ser considerado

como um divisor entre o comportamento quantico e o classico.



Capitulo 5

Analise do OPO Nao-Degenerado
com Sinal Injetado na EDE

5.1 Introducao

O Oscilador Paramétrico Optico (OPO) é um dispositivo formado por um cristal
de susceptibilidade nao-linear de segunda ordem x?, disposto no interior de uma
cavidade ética, como mostrado na figura 5.1. A interagao entre o cristal e o modo do
feixe de bombeamento interno é capaz de gerar dois feixes lasers, chamados de sinal
e complementar, devido ao processo CPDE que ocorre no seu interior e que gera
feixes correlacionados, como vimos no capitulo 3. O interesse nesse sistema reside
nas correlagoes de natureza nao-classica que surgem entre sinal e complementar e na
possibilidade de se gerar estados emaranhados de dois modos, ou mesmo multimodo,
macroscopicos. Uma caracteristica desses feixes altamente correlacionados é que
a combinagao de ambos possui flutuacoes menores que o limite classico. A luz
comprimida é uma importante fonte para o estudo dos fundamentos da Mecanica

Quantica, sendo teoricamente 1til para a detec¢ao de ondas gravitacionais [77].

Por serem gerados no processo CPDE, os feixes sinal e complementar obdecem

as condicoes de casamento de fase, ou seja,

Wwog = Wi+ ws (51)
ko = ki+ko. (5.2)

57
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Os indices 0, 1, 2 correspondem, respectivamente, aos feixes: de bombeamento, sinal

e complementar.

A A
A 2;2) -
A A,
] "
'

Figura 5.1: Oscilador paramétrico optico. O laser intenso A;” chega na cavidade,
interage dentro dela, e gera dois feizes independentes, A (sinal) e A;(complementar).
Os modos Ag e A;, sao as amplificagoes dos campos AT e A" que chegam na cavidade
optica. As constantes ' e~" representam as perdas devido a transmissao do espelho

de acoplamento.

Quando a cavidade ¢é disposta encerrando o cristal, seu efeito é realimentar ape-
nas alguns modos do campo. Assim, a cavidade seleciona os modos preferenciais,
aqueles para os quais ela é ressonante, amplificando os campos sinal e complemen-
tar. Quando as perdas, geradas pela transmissao através dos espelhos da cavidade
e do efeito de absorcao, se igualam ao ganho gerado pelo cristal, é permitido ao
sistema entrar no estado estacionario cuja oscilagao ocorre em regime continuo. A
poténcia de bombeio para o qual o ganho paramétrico iguala as perdas intracavidade

¢é chamada limiar de oscilagao.

No caso mais simples, a CPDE degenerada, o campo de bombeio na freqiiéncia
w, produz os outros campos nas freqiiéncia wy = w; = w,/2. No oscilador pa-
ramétrico 6ptico nao-degenerado (OPOND), considerado neste capitulo, dois fei-
xes distingtiiveis sao produzidos na CPDE, ou com polarizacoes ortogonais ou com
freqiiéncias diferentes, ws e w;, que obedecem a equagao (5.1). No ultimo caso, se
injetarmos na cavidade um sinal coerente na freqiiéncia w;, a eficiéncia na conversao

e a possibilidade de sintonizacao aumentam em comparacao ao caso sem sinal in-
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jetado. O sinal injetado pode ser usado inclusive para a escolha da freqiiéncia de
um laser. Em vez de produzir um campo de saida com a w,/2 ou 2w,, a injecao de
um sinal permite a producao de campos macroscopicos na diferenca de freqiiéncias

wp — ws, tornando o sistema mais versatil.

Nos tultimos anos, varias analises tedricas sobre o OPOND foram publicadas.
Uma anadlise feita por Bjork e Yamamoto levou a possibilidade da produgao dos
estados de nimero de fétons através de medidas sucessivas no feixe complementar
[78]. Em um artigo subsequente, os mesmos autores investigaram as flutuagoes na
quadratura de fase do mesmo sistema [79]. Eles encontraram niveis de flutuacao
abaixo daquelas apresentadas pelo estado coerente. Foram discutidas as possibili-
dades para aplicacoes em comunicacao 6ptica e deteccao de ondas gravitacionais e
foi previsto que a supressao das flutuacoes seriam bem maiores na regiao préxima

ao limiar de bombeamento.

Reid e Drummond investigaram as correlagoes do OPOND acima [80] e abaixo
[81] do limiar. No caso acima do limiar, eles estudaram os efeitos da difusao de fase
nos modos sinal e complementar. Foram utilizadas as equagoes de movimento na re-
presentacao P-positiva para os campos interagentes [82]. Mudando para as varidveis
de intensidade e fase, eles mostraram que as quadraturas poderiam ser escolhidas
para exibir flutuagoes abaixo dos niveis do estado coerente e também correlagoes
EPR. No caso abaixo do limiar, calculos usando linearizacao foram suficientes para

obterem correlagoes similares.

Kheruntsyan e Petrosyan calcularam a funcao de Wigner exata para o OPOND
no estado estacionario, mostrando claramente o comportamento limiar e a difusao
de fase acima desse nivel de bombeamento [83]. Existe um pequeno nimero de
publicagdes analisando teoricamente o OPOND com um sinal injetado (OPONDI).
Wong [84] fez uma andlise linearizada do OPONDI e previu que a quantidade com-
primida de um feixe acima do limiar seria maior que no caso sem injecao. Embora
nao declarado explicitamente nesse artigo, isso ocorre pois o sinal injetado estabiliza
a difusao da fase considerada por Reid e Drummond e também por Kheruntsyan
e Petrosyan no caso sem inje¢ao. Zhang e colaboradores [85] usaram uma andlise
linear para as flutuagoes para estudar a freqiiéncia degenerada, mas os campos de

saida polarizados ortogonalmente. Eles consideraram sinais injetados em ambas as
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freqiiéncias convertidas e encontraram supressao do ruido nas quadraturas combi-

nadas e na diferenca de intensidade desses dois campos.

Vérios experimentos comprovaram a reducao do ruido abaixo do vacuo. Peng e
colaboradores [86] mediram a redugao no ruido nas quadraturas combinadas e na
diferenca de intensidades para o caso nao-degenerado em polarizacao operando acima
do limiar e sem injegao. Zhang e colaboradores [87] usaram um OPO nao-degenerado
em polarizacao com injecao em ambas as polarizagoes e mediram a compressao na
quadratura combinada e inferiram uma correlacao EPR entre os feixes espacialmente

separados.

Recentemente, Alessandro Villar, Marcelo Martinelli e Paulo Nussenzveig [88]
realizaram a primeira medida de emaranhamento acima do limiar. Eles utilizaram
uma técnica para medir quadratura, chamada de auto-homodinagem. As medidas
apresentaram um excesso de ruido de fase, que poderia ser controlado com a inje¢ao

de um sinal.

Neste capitulo, estudaremos o OPO nao-degenerado na eletrodinamica estocastica,
uma aproximacao semiclassica. Estamos interessados nas correlagoes dos campos de
saida da cavidade, afetadas pela injecao de um sinal na cavidade que modifica o com-
portamento do limiar de bombeamento. Recentemente, apresentamos uma andélise

para esse sistema, mas tratado quanticamente na representacao P-positiva [89].

Para feixes comprimidos intensos, a andlise tedrica desse experimento torna-
se complicada pela dificuldade em resolver as equagoes matemaéticas nao-lineares
do processo. Por outro lado, é possivel aplicar uma analise perturbativa gerando
solucoes linearizadas, normalmente encontradas abaixo do limiar. Essas solucoes
analiticas sao um suporte para a comparacao com resultados que podem ser encon-

trados numericamente.

Para este fim, expandiremos as equacoes de movimento em termos de um parametro
de perturbacao. O termo de ordem zero da expansao descreve o comportamento
classico, enquanto o de primeira ordem descreve o comportamento das flutuagoes
do sistema. Primeiro examinaremos as propriedades classicas e encontraremos as
solugoes analiticas aproximadas, apresentando seus limites de validade. Resolvere-
mos as equagoes de primeira ordem que permitiram calcular o espectro de variancia

para os campos que deixam a cavidade. Faremos uma comparagao com resultados
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numéricos da integracao estocéstica. Diferente da andlise feita na referéncia [80],
usamos uma variavel de amplitude como um sinal injetado, o que fornece uma re-
feréncia de fase que previne a difusao encontrada neste trabalho. Finalmente, iremos

ver os efeitos do sistema injetado para a produgao dos estados EPR.

5.2 Acoplamento entre os Campos Intracavidade

Vamos apresentar as equagoes para os campos no interior de uma cavidade tri-
plamente ressonante com um meio nao-linear. Queremos entao descrever a dinamica
dos campos intracavidade através de equagoes de movimento construidas a partir
da interagao nao linear descrita no Capitulo 3. Podemos fazer isso contabilizando a

variacao sofrida pelo campo em uma volta completa numa cavidade de comprimento
Ly=L+ (n—1)l.

A variacao sofrida ao atravessar o meio nao-linear pode ser determinada reali-
zando a integracao da eqs. (3.14) ao longo do cristal de comprimento [.. No regime

de acoplamento fraco, a integral a ser resolvida torna-se

le 94
A;(l) = A;(0) +/ %dz, Jj=s,i,D. (5.3)
o 0z

A integracao fornece o seguinte resultado

Ay(le) = As(0) — ix'(Ale) A7 (0) Ay (0) (5.4)
Ai(le) = Ai(0) — ix'(Ale) AZ(0) Ay (0) (5.5)
Ap(le) = Ap(0) —ix'(Al) A (0) A;(0) (5.6)

Apoés a passagem pelo cristal, segue a propagacao livre dos campos na cavidade

e a reflexao nos espelhos. Deste modo, os campos, apds uma volta completa na
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cavidade, sao

A (2L0) = 7179 A4(2L0) — ir1raX AL (0) A, (0)e~ Ak (5.7)
—z'rlrgrQX/Ai(O)A;) (0)e 2k l(a+b)Fnle]

Ai(2L0) = 11712 A4(2L0) — irira)  AZ(0) A, (0)e ™ Ak (5.8)
—ir1r2r2x'As(O)A;) (0)e~2k1[(a+b)Fnle]

Ay (2L0g) = 71712 A,(2L0) — ir17oX As(0) Ay (0)e~ Ak (5.9)
—iryraro X Ag(0) Ay (0) e~ 2killatb)4nlc] (5.10)

onde ry(z) ¢ a refletividade dos espelhos da cavidade.

Para uma cavidade de alta qualidade, os espelhos que a compoem tém um coe-
ficiente de reflexao préximo da unidade. Isso permite fazermos a aproximacao

12 12 t2 T, + T
=V1i—-1?~1-— ~(1-2)[(1-2)~1- 11
r 2:>T17"2 ( 2)( 2) 5 (5.11)

onde t1(9) ¢ o coeficiente de transmissao e T’ ) ¢ a transmitancia dos espelhos.

A cavidade éptica impde restricoes as frequéncias ressonantes. A frequéncia
ressonante, caracteristica da cavidade, w,, é dada em termos do tempo de percurso
de ida e volta por w. = 2rm/7, em que m é inteiro. Dessa forma, para um campo

intracavidade quase ressonante, teremos
2K Ly =2mrn+A¢p = A¢p=(w—w)T (5.12)
onde w é a frequéncia angular do campo. 7 = 2L/c

Para a construcao das equacgoes dinamicas do OPO, efetuamos uma derivada
“coarse grain”, que consiste em fazer o campo inicial e o campo apds uma volta
completa na cavidade, dividindo o resultado pelo tempo de percurso, 7, dos campos

dentro da cavidade,
dA _A(t+71)— A(?))

o = (5.13)
Obtemos entao as equagoes para os modos intracavidade
%As = —(m TiA)A, — X AT A, + /27 AT
%Ai = —(yh + M)A — i A A, + /27 Al
%Ap = —(, i) A, — X' A A + /27, AT, (5.14)
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onde consideramos a parte real de 7Y/, com a taxa de decaimento do campo na

cavidade v e a dessintonia entre o campo e a cavidade A dados , respectivamente,
por

T+ 15

Y=

2T
A=w-—w,. (5.16)

As equagoes 5.14 descrevem os campos dentro da cavidade em termos dos modos
que chegam e sao acomodados por ela. Considerando que a cavidade seleciona
os modos das flutuagoes do vacuo que entram na cavidade e serao amplificados,
encontramos o sistema de equagoes similar ao da teoria quantica na representagao
de Wigner, onde se faz uma aproximagao truncando os termos de derivadas cibicas
na equacao que descreve a evolucao temporal da equacao de Wigner, tornando-se
assim uma equagao de Fokker-Planck [90]. A seguir definiremos as equagoes na
EDE.

5.3 Equacoes Estocasticas

O sistema que consideramos consiste de trés modos do campo eletromagnético,
acoplados por um cristal nao-linear, e que sao mantidos dentro de uma cavidade
Optica triplamente ressonante. Os trés modos tém frequéncias wy, w1 € wy, onde,
por conservacao de energia, wy = w; + wy. Consideraremos o caso de um campo
externo intenso Ey mais as flutuagoes do vacuo na masma freqiiéncia wp, e um campo
injetado muito mais fraco F; mais as flutuacgoes do vacuo na freqiiéncia w;. Nao ha
campo de freqiiéncia w, entrando na cavidade. Os campos intracavidade w; serao
descritos pelas amplitudes ag, a; e ap. Chamaremos esses campos, representados por
essas variaveis complexas, de bombeamento, sinal e complementar, respectivamente.
Cada campo sofre redugao de intensidade devido a perdas na cavidade, ;. A nao-
linearidade de segunda ordem é representada pela constante y. Com as consideragoes

acima, podemos reescrever as equagoes (5.14) para os modos do OPO como

dag = (Ep — a0 — xa1az) dt + /70dWy
dozl = (E1 — 7101 — XO[QO./;) dt + ﬁdWl
doy = (=702 — X)) dt 4 \/2d W (5.17)
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onde foi considerado a condi¢ao de desacordo de fase A = 0. Os incrementos de

Wiener dWW que descrevem as flutuagoes nos modos tém as seguintes correlagoes:
{dWi) = {dWf) =0
(dAW;dW}) = 04 dt (5.18)
Nesta representacao, a fonte de ruido tem origem nas flutuagées do campo de ponto
Zero ou VACUo.

Podemos desenvolver as equagoes de movimento acima usando a representacgao de
Wigner aproximada para o operador densidade deste sistema, cuja evolugao temporal

¢é gerada pela hamiltoniana

2
=" hwala, + ihy (&1&5&0 - alazag)

=0
+ih (Eoe—iwotag - Egeiwofao)
2
+ik (Eleficutdi _ EikeiwltCAh) + Z <szj -+ CAIIFZ> . (519)
=0

Assim a equacao mestra, na temperatura zero, obedecida pelo operador densi-
dade sera dada por
00 iy [akito, p) — iwor [alan, p] — icos [l 5] + ix [a
ot 0 |@oQo, P 1|@1a1, P 2 |A2Q2, P X

+EBoe " [af, | = Bye ao. p] + Bae™* |al, p| — Bie far, )
2
+ 3 (2mpal — alasp - palas) (5.20)

onde v; sao as constantes representando as taxas de reducao nas amplitudes dos
modos nas suas respectivas frequéncias. Na equagao mestra, foi utilizado, para
descrever o sistema, o Hamiltoniano na representacao de Heisenberg e as técnicas

padrao para a eliminagao do banho térmico [91],[92].

Embora as equacoes de movimento na representacao de Heisenberg possam ser
encontradas a partir deste Hamiltoniano, é extremamente dificil resolver a equagoes

nao-lineares para esses operadores.

Utilizando as relagdes de correspondéncias apropriadas [93], a equagdo mes-
tra acima pode ser mapeada em uma equacao de Fokker-Planck para a distri-

buicao de pseudoprobabilidade de Wigner com as variaveis complexas independentes
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(v, 1, (g, 0, f, ), que corresponde probabilisticamente aos operadores originais

via relacao

((ag)™ ()" (az)Pagaias)w — (((ah)™(a})" (ah) agatas)s) (5.21)

A equacao de Wigner no espacgo de fase para a amplificacdo paramétrica para
o OPO com injegao, que pode ser obtida através da equagao mestra (5.20), é dada
por

ow 0 ,
ot {(97040 (iwo@o + Yoo + X102 — Eoe*“"ot)

N 0
o

. 7 t
(—iwoag + Yoo + X — Eje™t)

o . . .
+5— (Zwlal + 1o — xooas + Eie “"t)
8(1/1
n 0
daj

(—iwiaf +0f — xajas + Ere ™)

+— (iwrary + Y22 — xpQ]) (—iweay + Y200 — xaga2)

@Oég
0? 0?
Japylaf T Oay 0oy T OO}

% o3 o3
= .22
Jr4 (8&18a280z§ + darf a0y W (5.22)

Se desconsiderarmos as derivadas de terceira ordem, que aparecem na equacao

+ _
dasb
2

+%

acima, temos uma genuina equacao de Fokker-Planck e podemos encontrar as equagoes
de Langevin similares ao conjunto de equagoes como as eqs.(5.17). Desta forma,
pode-se verificar que a teoria quantica aproximada do OPO, descrita pela repre-

sentacao de Wigner truncando o termo em derivada ctibica, é exatamente a EDE.

5.4 Teoria de Perturbacao

Sem perda de generalidade, podemos considerar o bombeamento FEy; como um
campo real e o sinal injetado com uma fase relativa ¢ tal que E,¢e'®. Podemos definir

as quadraturas do campo como

) 0
X, = (e Yk, + € ’“(x,t),Yk:

S|

(e ray, — e aj) (5.23)
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com 6y =0,0; =¢e by =—0.

Vamos definir um parametro de escala g = w\/% nas equagoes estocasticas.
-

Vamos escalar também o tempo, 7 = ¢, e as quadraturas

o = gv/27%Xo, Yo = gv/ 27 Yo,

r1 = gX1, y1 = gY1,

T9 = gXa, Y2 = gYo. (5.24)

onde, sem perda de generalidade, faremos v, = v, =7 € 7, = 70 /7.

Nestas novas variaveis, as equagoes para as quadraturas tornam-se

drg = —7 [wo — 200 + (2122 — y1yp)] dr + V297, (dwg + dw?)
dyo = = [yo + (@19 — yr22)] dr — iv/2g7, (dwy — duw),
i 1 «
dry = |—z1+2u + 5 (Zox2 — yoy2) | dT + g (dw: + dwy),
i 1 ] . .
dyy, = |—uy1+ 5 (z2y0 — Yamo) | dT —ig (dwy — dwy)
- 1 E
dry = |=22+ 3 (201 — Yoy )| dT + g (dwz + dwy),
i 1 1 .
dys = |—y2+ B (Z1Y0 — Y1m0) | dT — ig (dwy — dwy) (5.25)

onde pg = Eox /vy e 1 = E1X/7y/770 sao os termos referentes ao bombeamento
e ao sinal injetado, agora ambos reais. Os termos de ruido serao redefinidos como:
dwy = 29Wy, dwy = 29W§, dwy = e \/29Wy, dw} = €\ 27W5, dwy =
e \29Wsy e dwji = e~*,/29W;. No caso sem sinal injetado, o = 1, indica o limiar
para oscilagao, Fy = v7/x. Embora neste caso nao haja mais o limiar devido a

presenca do sinal injetado.

Afim de resolver as equagcoes acopladas, vamos considerar a expansao em termos

das ponténcias de g

T = ignxi(gn)
n=0

e = g"yy" (5.26)
n=0
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A expansao escrita dessa maneira fornece o termo de ordem zero que corresponde
aos campos classicos, enquanto a proxima ordem diz respeito as flutuagoes do vacuo,
e as correcoes de ordens superiores correspondem as corregoes nao-lineares dessas

flutuacoes.

5.5 Valor Médio para os Estados Estacionarios

Embora as Egs.(5.25) descrevam completamente o comportamento dinamico do
sistema, elas sao de dificil solucao, exceto por simulacao numérica. Embora a si-
mulacao seja uma técnica poderosa, algumas vezes podemos tirar interpretagoes
fisicas pelas aproximacoes analiticas. No caso apresentado, é 1til examinar o com-
portamento cldssico do sistema resolvendo as Egs.(5.25) com o termo de ruido re-

movido. Estes sao os valores médios, estaciondrios

0 = Tos — 2,U0 + (gjlstS - y18y25) 3
0 = Yos (IlsyQS + ylstS) )

1

0 = —x15+ 21 + 5 (osTas + YosYas)

1
O = —Yis + 5 (yOSl'Zs - 1’03925) )

1
0 = —Tas + 5 (xOSl‘ls + yﬂsyls) ’

1
0 = —yos+ 3 (YosT1s — TosYis) (5.27)

para as quadraturas no estado estacionario. A solucao para as quadraturas y é
Yos = Y1s = Yo, = 0. Resolvendo o sistema acima para xis e 95 em termos de xgg,

podemos obter

o 8t
1s 4 I .T(Q)s
Tos = Yo, (5.28)
4 — x%s

Podemos encontrar um conjunto de solugoes aproximadas para zgs (veja apéndice
A), vélida abaixo do limiar (py < 1)

23
Tos = 2o (1 — ) : (5.29)
(1— )" + 243
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LLD ’ My

Figura 5.2: (a)Amplitude da quadratura xos, adimensional, e no estado estaciondrio
como func¢ao do parametro de bombeamento adimensional . aproximacao linear
(linha tracejada) e quadrdtica (ponto-trago) sao comparadas com cdlculo numérico
(linha cheia). O parametro de inje¢ao adimensional é piy = 0.2. (b) xos como fungao
do parametro de injecao p1. A aprorimacdo qudrtica € comparada com o cdlculo

numérico (linha cheia). O parametro de bombeamento adimensional € jio = 1.

solugao vélida no limiar (pug = 1)

wln

Tos =2 (2m)} (5.30)

e acima do limiar (po > 1)

$03:2_2(u/:—%—1)<\/1+8<u;—%_1)_1>' (5.31)

Na figura 5.2(a), fizemos o grafico para a amplitude da quadratura de bombea-

mento intracavidade, obtida numericamente como fun¢ao do bombeio de entrada
para um parametro fixo de injecao p1. Em vez de apresentar uma transicao abrupta
no limiar (yp = 1), como a andlise classica do OPO sem injegao, a amplitude de qua-
dratura aproxima-se assintoticamente do valor limite xo, = 2. As solugbes obtidas
das aproximacoes linear e quadratica também sao mostradas, apresentando um bom
acordo com o resultado numérico abaixo e acima do limiar. Na figura 5.2(b), com-
paramos a soluc¢ao quértica aproximada no limiar (py = 1), com a solugao numérica
para zos quando o sinal injetado, p;, aumenta. Vemos que para a inje¢ao em torno

de 0,25 o acordo ¢é excelente.
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5.6 Aproximacao para as flutuacoes

Nesta secao, vamos considerar os termos de primeira ordem da expansao em série
5.26 aplicada as equagoes 5.25. Isso nos permite incluir os efeitos das flutuagoes do
vacuo de uma forma sistematica. O conjunto de equagoes para os termos correspon-

dentes a primeira ordem é

d.ﬁlﬁ(()l) = < (L + mlst + Tosk ) dr + 2%“ d’LUo + dwo) (532)

dys’ = —y (yé Doy + aayt” ) dr + 27, (dwo — dwg),  (5.33)
I 1

d:cgl) _ _xgl) + = 5 <$03$2 _|_$0 x%)} dr + V2 2 (dwy + dwy),  (5.34)
[ 1

i = |+ (el = o) | VB - ), 639)
1

d:cél) = —chl) + 3 <:l:05$€1 - xél)l'lsﬂ dr + 2 2 (dwy + dwy),  (5.36)
[ 1

dy(l) = _yél) + 3 5 (Ilsyo - yl x05>:| dr + 2 2 (dwy — dws) . (5.37)

Vamos definir os incrementos de Wiener como dw,io (1) = (dwy & dwy) /2 e

dwyaya) (T) = (dwy £ dw}) /v/2, com as correlagdes
com as demais correlagoes sendo nulas.

Vamos definir agora as quadraturas combinadas dos campos que incluem ambos
os modos amplificados do sistema. Isto é 1til porque os modos sinal e complementar
exibem quadraturas correlacionadas quando fazemos a estatistica dos ruidos, embora
quando tratadas separadamente nao haja contribuicao relativa a esse ruido. O
alto grau de correlagao cruzada encontrada significa que as quadraturas combinadas
podem apresentar um alto grau de supressao do ruido, que pode ser medido por
técnicas de homodinagem [94]

Daa) )

e m=

Estas quantidades correspondem as quadraturas combinadas de compressao e anti-

(5.39)

T+ =

compressao obtidas em uma teoria linearizada.
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5.7 Correlacoes espectrais

Em uma situacao experimental, os espectros dos ruidos fora da cavidade sao
as quantidades de interesse. Analizaremos o problema no espago das frequéncias,
via decomposicao espectral do campo. O espectro linear total pode ser encontrado
através da transformada de Fourier dos resultados da integracao estocastica na re-
presentacao de Wigner, que deve ser feita numericamente. Iremos calcular esse

espectro usando a teoria de perturbacao para comparar com resultados numéricos.

Definiremos a transformada de Fourier como

f(Q) = \/% / " dremior f(7). (5.40)

Também é necesséario representar o ruido branco das equagoes estocasticas através
da respectiva transformada de Fourier, &, ,(2), onde os momentos do processo es-

tocastico sao

(€(Q) = (£(Q) =0
(€1 ()& (Q) = (&2(D)€,2(Q)) = 04,0(Q + ). (5.41)

As equacoes estocésticas de primeira ordem, para as quadraturas combinadas,

passam agora a ser escritas no dominio da frequéncia, como

@9+ 3@ = = (22.87() +2287()) +23:60().
u9+%m$«n::—%(m@9@n+@¢9mn+a%@dm,
@+ 03Q) = 5 (w03 (@) + 3" Qs ) + V2 (),
@+ D7) = 5 (2206 = 3 (Qza.) + V29,

= ( Q) :Uls) + V261 (0

(mwﬁ@b—ﬁ”me)+¢%mm> (5.42)

(i + 1) #(Q) 2052V (

(i + 1) 3V ()

NN~ -

Isolando 7" () e 7" (€) das duas primeiras equagdes e substituindo nas outras

quatro, temos as equagoes estocésticas de primeira ordem para as quadraturas com-
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binadas, que podem agora ser reescritas no dominio da freqiiéncia como

[(1Q+ A) (iQ+ ) + 7D i-(Q) = %E7:(Q) + V2%, D&o(Q) + V2 (iQ + 7,) &,
[(iQ2+C) (iQ+7) + 1B 4 (Q) = %EE(Q) + V2% B&w(Q) + V2 (iQ + 1) &y,
[ ZQ + A ZQ + 77“) + 7B ] +(Q) = 'YTE?;—(Q) + \/E’YTB&N(Q) + \/E(ZQ + 71“) Syt
|: ZQ + C ZQ + ’yr) + '77’ ] —(Q) - /YTEg'F(Q) + \/EVTDgyO((D + \/§ (ZQ + /YT) fy—‘
(5.43)
onde nos definimos §,4 = §1 £ &2, &ox = &1 £ & ©
o Zos
A = 1+ 5
B . T1s + T2s 2
= \= )
o _ Zos
Cc =1 5
Tos — T1s 2
_ . ) |
E = (a3, —3,) /4 (5.44)

Utilizando-se do resultado acima, podemos encontrar os termos necessarios para
calcularmos os espectros de compressao e anticompressao para as quadraturas do

campo:
. VIE (7B + (190 + %) &t )
[(iQ+ A) (i + ) + %D [(i2 + C) (i + ) + 7B — (v E)?
V2 (%Dfxo + (i1 + ) &-) [(iQ+ C) (i + ) + 1 B?]
[(iQ+ A) (i€ +7,) + D2 (12 + C) (i1 + v,) + 7 B? — (7. E)?

T_

_|_

(5.45)

T.(Q) = V2B (%Déxo + (iQ + ) Ez_>

T T A) Q) + DY [Q + O) (iR + ) + 1, B2 — (1, E)?

N V2 (%D&o + (192 + ) 5x+(§2)> [(iQ + A) (i +7,) + 7 D?]
Q2+ A) (Q + ) + 1w DA Q2+ C) (9 + ) + 7B — (1 E)?

(5.46)

) V2v,E (%nyo + (i + ) gy—)

= Ga T A Gt T B0 O) (@5 7) £ 7 DY~ (3 B)?
V2 (3B + (12 +9) &1 ) (192 + C) (12 + %) + 7. D7)

0T A 0+ 7) T3 B [0 + C) (10 + 7)1 D% — (3, B)?

(5.47)
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. V21 E (%Béyﬂ + (12 4 7») £y+>

) = AT A @) T B0 5 O) 0+ ) 30 D% — (1 B
V2 (%nyo + (192 4 ) Ey_) [+ A) (iQ + 7,) + 7-B?]

T2+ A) @@+ ) + 7 B [ + O) (12 + ) + 7, D] — (7, E)?

(5.48)

onde usamos 7, = 1 para o grafico analitico. Com essas quantidades, pode-se
encontrar o espectro fora da cavidade, assim a contribuicao de primeira ordem da
teoria de perturbacao é o resultado linearizado intracavidade. Os espectros fora da

cavidade sao obtidos pela relacao
Sii()0(Q+ Q) = 65 + 2/ 77 (AX; () AX;(Q)). (5.49)

Utilizando-se desse resultado, encontramos que os espectros das quadraturas de

compressao r_ e Y, sao simétricos.

V. .(Q)

Figura 5.3: Espectro do ruido de (a) x_ ey, para operagdo abaizo do limiar com
to =2 e g = 0.2. As frequéncias (2) sao expressas em unidades de (). As linhas
solidas sao o espectro obtido por simulagao numérica do conjunto completo das eq.
estocdsticas. As linhas tracejadas sao o resultado analitico para aprorimacdo de

primeira ordem da teoria de perturbacao.

Estes resultados podem ser comparados com aqueles encontrados através da
integracao estocastica do conjunto de equagoes de movimento. Podemos ver que a
aproximacao representa bem o espectro de ruido das quadraturas combinadas na

regiao onde o sinal injetado é baixo e a intensidade do bombeamento esta abaixo do
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limiar (g1 = 0 e py = 1). Notamos também que, para pequenos valores de p; = 0
e 1o = 1, ha concordancia entre as solucoes aproximadas e as solu¢oes numéricas,
indicando que os valores dos parametros usados para o grafico estao no limite de

validade para a aproximacao.

5.8 Emaranhamento e Paradoxo de EPR

Emaranhamento é uma propriedade de certos estados previstos pela Mecanica
Quantica e existe quando a matriz densidade nao pode ser fatorada em um produto
de matrizes de densidade para os subsistemas componentes; definicao essa apre-
sentada no capitulo 2. Um critério de emaranhamento para varidveis continuas foi
desenvolvido por Duan et al [30] que é embasado na inseparabilidade da matriz den-
sidade do sistema. Seguindo o tratamento da Ref [90], e tomando as quadraturas
normalizadas (5.39), emaranhamento é garantido toda vez que a soma das variancias

destas quadraturas é menor que 2.

A proposta para uma realizagao concreta das correlacoes EPR para varidveis

continuas na dptica quantica foi primeiro sugerida por Reid [29]. A proposta foi

15+

V. (Q)
)

a

Figura 5.4: Espectro do ruido de (a) x_ e y. para opera¢io acima do limiar com
po =2 e =0.2. As frequéncias () sao expressas em unidades de (). As linhas
solidas sao o espectro obtido por simulagao numérica do conjunto completo das eq.
estocdsticas. As linhas tracejadas sao o resultado analitico para aprorimacdo de

primeira ordem da teoria de perturbagao
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uma demonstracao éptica do paradoxo via amplitude de fase das quadraturas, utili-
zando o amplificador paramétrico éptico. As quadraturas de amplitude e de fase do
campo tém as mesmas propriedades mateméticas como a posi¢ao e 0 momento ori-
ginalmente usado por EPR, e, embora a correlagao entre essas nao seja perfeita, eles
ainda estao emaranhados o suficiente para permitir uma violacao no principio de in-
certeza inferido. Uma demonstracao esperimental da proposta da Reid foi realizada
por Ou e colaboradores [95], mostrando o acordo com a teoria quantica. Vamos cal-
cular as correlagoes necessarias para a demonstragao das correlacoes EPR. Seguindo
a proposta da Reid [29], assumimos que a medi¢ao da quadratura x;, por exemplo,
ird nos permitir, mesmo com algum erro, o valor da quadratura x,, e similarmente
para as quadraturas y;. Isso nos permite fazer uma estimativa linear das variancias

das quadraturas, que sao entao minimizadas para dar a variancia de saida inferida,

Vo) = Su (@) - P52
Vi ()] = S, (2) % (5.50)

As variancias inferidas Vi [25(Q)] e V" [y(Q)] sao encontradas simplesmente tro-
cando os indices 1 por 2 nas equacoes acima. O produto das variancias obedece a
relacdo de incerteza V(z;)V (y;) > 1. Teremos a demonstracao da correlagao EPR

toda vez que

Vo Ty (@) Vi [y ()] < 1 (5:51)

Seguindo nossa aproximacao para perturbagao de primeira ordem, podemos cal-
cular todas as correlagoes necessarias para mostrar o paradoxo. Entao, trabalhando
com os componentes dependentes da frequéncia e usando os resultados obtidos
através das equacoes encontradas na secao anterior, podemos determinar as cor-

relacoes e as seguintes variancias inferidas,
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Vil (@) = = {[Se (@) + sx+ o ()4 S () + S, ()]

2
1500 (Q) = S (D) S 0 (D) — 5. (P
AP (v) SR (v) ) } (5:52)

_'_
V@) = g {[sy+<ﬂ> S ()55, ()5, ()

_|Sy+(Q) y+7y () + S, 4, () — S, (V?
Sy+(Q) y+7y (Q) Sy ,y+( )_‘_SZF( ) } (553)

e similarmente para o segundo modo.

A fim de fornecer uma completa descricao das propriedades de emaranhamento
do OPO injetado, vamos considerar os critérios de EPR e o de Duan, ambos em

termos das variancias das quadraturas.

A figura apresentada mostra os dois critérios para diferentes niveis de injecao.

Isso permite uma comparacao entre o caso injetado e o sem injecao.

08

L@ V(@

nf
x1

V(@) +V, @

/
/
02f,

Figura 5.5: As linhas solidas sdo o espectro obtido por simula¢ao numérica do con-
junto completo das eq. estocdsticas. As linhas tracejadas sao o resultado analitico

para aproxrimacao de primeira ordem da teoria de perturbacao.

Na figura 5.5, os graficos mostram os critérios para o bombeamento abaixo do
limiar(pg = 0.6). Usamos diferentes valores para a injecdo, o que permite uma
comparagao com o caso sem injecao. Vamos considerar as intensidades dadas em

termos das equagoes 5.28 e 5.29, I; = 27 (j = 1,2). Para gy = 0.1 vemos pouca
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diferenga para o caso sem inje¢ao, mas com intensidades I;; = 0,088 e I, = 0,028.
Considerando o caso em que p; = 0.2, encontramos I1; = 0,28 e I1; = 0,072, que

viola significativamente o limite classico.

5.9 Conclusao

Mostramos como o sinal injetado em uma das freqiiéncias mais baixas dos mo-
dos do oscilador paramétrico 6tico nao-degenerado pode ser usado para aumentar a
intensidade em ambos os modos de baixa freqiiéncia abaixo do limiar de oscilagao,
o que nao degrada consideravelmente as correlagoes quanticas. Usando um método
perturbativo para as equacoes de movimento, vimos os efeitos da injecao nas propri-
edades quanticas do sistema. Nossa andlise mostrou o alto grau de emaranhamento
e que correlacoes EPR sao possiveis para uma razoavel injecao. Entretanto, os cam-
pos, nesse caso, sao macroscopicos. Toda teoria desenvolvida aqui foi a EDE, teoria
classica acrescida das flutuagoes de vacuo, que apresentou os mesmos resultados para
o problema tratado em uma teoria totalmente quéantica (P-positiva), apresentados

na referéncia [89).



Capitulo 6
Conclusao Geral

Nesta tese, buscamos obter dentro da eletrodinamica estocastica (EDE), uma
teoria de realismo local, as mesmas correlagoes obtidas na teoria quantica para
dispositivos 6pticos que geram estados emaranhados. Vimos que, para isso, ¢ ne-
cessario introduzir um ingrediente na teoria classica, que sao as flutuagoes do vacuo
ou campo de ponto zero. Todas as correlagoes deste trabalho podem ser vistas como

intermediadas por essas flutuagoes.

No capitulo 2, considerando o campo de ponto zero um elemento real, consegui-
mos explicar o processo de conversao paramétrica descendente espontanea (CPDE),
que nao era explicado em termos da fisica cldssica. Esse processo é responsavel por
gerar feixes mais correlacionados que o previsto por uma teoria classica e é utilizado
em varios experimentos discutindo os fundamentos da mecanica quantica. Na teoria
quantica, os fétons do feixe coerente que chegam ao cristal sao convertidos em dois
novos fétons. Mas, para a EDE, todos os modos do campo ja estao presentes antes
da intervencao do feixe de bombeamento, aplicado ao cristal nao-linear. Fica facil
entender a CPDE como um processo de amplificacao das correlacoes entre certos

modos do campo de ponto zero.

Através da EDE, somos capazes de descrever, em termos de uma teoria pura-
mente ondulatéria, o conceito de estado de modos emaranhados, que passa a ser
simplesmente modos correlacionados. As correlagoes dos feixes de luz que deixam o
cristal na CPDE estao acima e abaixo do nivel de ponto zero. Das varias formas de

verificar se um par de feixes sao emaranhados, destacamos a violagao da desigual-

7
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dade de Cauchy-Schwartz, a violagao da desigualdade de Duan e do critério de EPR
proposto por M. Reid.

Como as correlagoes ocorrem em um nivel nao acessivel aos detectores singulares,
que medem apenas o excesso de intensidade, eliminando o campo abaixo do nivel
de ponto zero, a violacao da desigualdade de Cauchy-Schwartz é entendida como
conseqiiencia da perda de informacao pelo detector. Vale salientar que, apesar da
teoria quantica gerar resultados corretos, um dos desconfortos surge da interpretacao
canonica da mecanica quantica no que diz respeito a nao-localidade. De uma certa
forma, a teoria apresentada aqui elimina esse problema, pois as correlagoes entre os

feixes s6 aparecerao acima do nivel de ponto zero, na deteccao conjunta.

Para a violagao da desigualdade de Duan e do critério de EPR, é necessério
um par de variaveis EPR. Mostramos que, definindo as quadraturas combinada
Xy =X+ X, e YL =Y, Y, as quadraturas X_ e Y, formam um par EPR
cujas flutuagoes sao menores que as flutuacoes das partes e similares as do dominio
quantico. Vale destacar que essas quadraturas estao classicamente correlacionadas,
e, embora elas sejam livres para sozinhas flutuarem aleatoriamente, a condicao de
acordo de fase, determinada pelo acoplamento nao-linear, impoe as correlagoes de fa-
ses responsaveis por violar os critérios apresentados. A forma aqui apresentada para
descrever a CPDE permitiu obtermos resultados similares substituindo as flutuagoes
do vacuo por lasers independentes de baixa intensidade que interagem com um laser
de bombeamento dentro do cristal nao-linear (ver referéncia [54]). Desde que os
detectores sejam calibrados para medirem o excesso de intensidade, o processo esti-
mulado por duas fontes estocédsticas nao-correlacionadas mostra que as correlagoes
classicas (sem o campo de ponto zero) também violam a desigualdade de Cauchy-
Schwartz, bem como os critérios de Duan e o critério EPR. Os critérios apresentados
destacam a importancia da descricao quantica para sistemas emaranhados. Entre-
tanto, temos que tomar cuidado ao considera-los como a fronteira entre o quantico
e o classico, uma vez que sao violados por ruidos classicos como apresentado aqui e

na referéncia [54].

Ainda explorando as correlagoes oriundas da CPDE, estudamos, no capitulo 4, o
fenomeno da formacgao das imagens fantasmas dentro do formalismo da EDE. Vérios

autores atribuem a esse fenomeno o carater de nao-localidade, uma caracteristica
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propria da mecanica quantica. Recentemente, foi verificado que feixes correlaciona-
dos classicamente também apresentavam formacao de imagem na deteccao conjunta.
Mas, para alguns desses autores, a diferenca esta na producao da imagem, tanto para
campo préximo como para campo distante. B. I. Erkmen e J. H. Shapiro propuse-
ram que campos gaussianos classicos possuem essa caracteristica e o diferencial esta
na resolucao da imagem nas duas aproximacoes para o campo. A EDE apresenta
as mesmas correlagoes de intensidade apresentada na Optica quantica, a diferenca
estd no ruido de fundo que borraria (diminuiria a visibilidade) a imagem produ-
zida pela deteccao conjunta. Mas na EDE esse ruido é eliminado pelos detectores
e o resultado acaba sendo similar aos encontrados pela teoria quantica. Mesmo os
campos da CPDE, no qual as flutuagoes do vacuo sao substituidas por lasers que
iniciam o processo, podem apresentar imagens nitidas, desde que os detectores sejam

calibrados para detectarem apenas o excesso de intensidade.

No Capitulo 5, desenvolvemos, dentro da EDE, a descricao para as flutuacoes
do véacuo do oscilador paramétrico 6ptico (OPO) com sinal injetado, incluindo as
regioes abaixo, acima e no limiar de bombeamento. Os resultados obtidos podem
ser comparados com aqueles obtidos por uma teoria quantica aproximada, descrita
pela representacao de Wigner truncada. A EDE nos permite ver o quanto podemos
ir e quais as limitacoes dessa teoria classica extendida pelas flutuagoes do vacuo.
O que encontramos foi que as correcoes dessa teoria estao de acordo com a teoria
completamente quantica (representagao P-positiva), apresentada no trabalho [89],

em todos os regimes apresentados.

Ao menos essa teoria tem o mérito de aumentar a abrangeéncia da teoria classica

no sentido de gerar resultados previstos pela 6ptica quantica.



Apeéendice A

Flutuacoes Eletromagnética de

Ponto Zero

Planck (1911), na sua segunda teoria do corpo negro [96], obteve um termo que
nao dependia da temperatura na funcao de densidade espectral, termo este que

apareceria mais tarde também na teoria quantica

p(w,T) =~ (%+%1)) (A1)

w23 exp (12

O fator multiplicando o termo entre parénteses refere-se a densidade de estados
numa cavidade (nimero de modos normais do campo eletromagnético, dentro da
cavidade, por unidade de volume e por intervalo de frequéncias) e o termo entre
parénteses representa a energia média, do modo normal de frequéncia w do campo
eletromagnético, a temperatura T. O primeiro termo, hw/2, diz respeito ao espectro

de ponto zero, e o segundo termo, diz respeito a parte térmica do espectro.

Mesmo sem ir além da termodinamica e da teoria classica da radiagao, é possivel
inferir a existéncia do espectro de flutuacoes de ponto zero a partir da lei de desloca-
mento de Wien. Esta lei se refere ao comportamento da funcao densidade espectral
que descreve a radiagao contida num recipiente, com paredes perfeitamente refleto-
ras, onde se realiza uma compressao adiabatica quase estatica. Para que esta funcao

seja coerente com a termodinamica, ela deve obedecer a equacao diferencial:

Tap(waT) _ 3p(w,T) . wp(va)’
Oow

o (A.2)
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cuja solugao geral é da forma p(w,T) = w?f(w,T), sendo f uma funcao arbitréria.
Em temperatura nula, uma solucao além da trivial, é

th

plw, T =0) =aw® = oyl

(A.3)

Neste contexto a constante de Planck seria um fator de escala das flutuacoes do

campo eletromagnético que ocorrem mesmo a temperatura nula.

A principio, o espectro de Planck foi deduzido por argumentos inteiramente
classicos, sem a hipdtese da quantizagdo dos niveis de energia do oscilador [9]. Essa
deducao foi embasada na férmula de Einsten-Gibbs para as flutuagoes da energia
térmica de um sistema fechado e em contato diatérmico com um reservatorio a
temperatura T

2(9<€> o 2 2 . 9 9 9 5
KT = [(€) = (&) esmmica = [(€) = () eorar = [(€7) = () Jponto zoxo-  (A4)

Onde (€) é a energia média de um dos osciladores que compdem as paredes da
cavidade. Essa energia é proporcional & funcao densidade espectral que descreve a

radiacao no interior da cavidade

@ = ol T) (A5

sendo wy a frequéncia de ressonancia do oscilador. tridimensional.

E possivel mostrar que a média quadratica das flutuagoes da energia dos oscila-

dores em equilibrio com a radiacao ¢ tal que
1
(€) = () = S (A.6)
Substituindo as equacoes (A.5) e (A.6) em (A.4), obtém-se a seguinte equagao dife-
rencial para a funcao densidade espectral total:

pr20pln ) _m°¢ [p2(w0,T) - <E)1 (A7)

orT wi 2m2c3

onde foi utilizado (A.3) para as flutuagoes de ponto zero. A equagao acima pode ser
facilmente integrada, e o resultado sera a féormula de Rayleigh-Jeans quando h = 0,
ou seja, vacuo sem radiagdo, mas serd a férmula de Planck (A.1) se o espectro de

radiacao de ponto zero for levado em consideracao.
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Vale ressaltar que como o espectro de radiacao de ponto zero ¢é isotropico e ho-
mogéneo em todos os sitemas de referéncias inerciais, a expressao (A.4) é invariante

por transformacao de Lorentz [9].



Apeéendice B

Solucoes Aproximadas para o

Estado Estacionario

Para resolvermos as equagoes para o estado estacionério da variavel xq4, podemos

escrever um produto de quinta ordem,

Ps(z) = (2uo — @) (1 - igﬂ)z : (B.1)

a solugao é encontrada fazendo a intersec¢ao de Ps(z) com a reta f(z) = 2uix,
dando as raizes reais para P5(z) — f(z) = 0. Fazendo pu; = 0 leva, a solugao usual
do OPO sem injecao: wxps = 20 que é a tunica solugao estavel abaixo do limiar

(o < 1) e xgs = £2, que sdo as Unicas solugoes estaveis acima do limiar.

Para encontrarmos as solugoes analiticas aproximadas para xgs, dividiremos a
operacao em trés regioes diferentes, ou seja, abaixo , acima e no limiar. Em cada
regime, faremos uma escolha adequada para a solugao de P5(x), assumindo sempre
uma pequena injegao (pu; < 1). Para o regime abaixo do limiar, vamos fazer uma
aproximacao para Ps(z) em torno de 24y, considerando = = 2uq + € e preservando
os termos de primeira ordem em e. Acima do limiar (u > 1), teremos trés solugdes
estacionarias para xgs. Entretanto, como veremos no apéndice B, apenas a solugao
para zgs > 2 é estdvel. A forma de Ps(z) para a operagao acima do limiar sugere
que uma aproximagcao quadratica pode ser aplicada em torno de x = 2. Por isso, ao

considerarmos x = 21y + € iremos manter o termo de ordem dois para €. Finalmente,
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no limiar a forma de P5(x) sugere uma aproximacao cibica em torno de x = 2, mas

veremos que uma aproximacao quartica fornece um resultado mais simples.

Na figura B.1, mostramos a representacao grafica da solucao estacionaria para xg,
em cada regime. Em todo caso, a solucao é encontrada como a interseccao da linha
cheia representando Ps(x) com a linha de tragos longos representando a inclinagao
positiva de f(x) = 2u’z. A aproximacio linear corresponde 3 aproximacao de
Ps(z) por uma reta tangente e que faz intersecgdo com f(x), como podemos ver
na figura B.1(a). Esta aproximagao, para a amplitude de quadratura do campo de

bombeamento no estado estacionario, abaixo do limiar da

27 )
Tos = 2/ (1 — . (B.2)
i ’ (1— )" + 2183

Para obtermos a solu¢ao na regiao acima do limiar, aproximamos Ps(x) por uma
parabola como mostrado na figura B.1(b). As duas solugoes para zos em torno de
x = 2 s@o obtidas fazendo a intersec¢ao de f(x) com essa pardbola. O menor valor

é a tunica solugao estavel. A aproximacao estavel para esse caso €, entao,

S i 8(po—1)
Ty = 2 Iy ( 1+ —r 1) . (B.3)

A aproximacao qudrtica, vélida no limiar (py = 1), é
Tos = 2 — (2#1)3/2. (B4)

Esta solugao é mostrada na figura B.1(c). Podemos ver que o polinémio de quarta

ordem se aproxima de Ps(z) na regiao considerada.



1.5

a) o5/

-5

2
— Pj fo
J ——
e oL
0.5
: U S
i :
x

Figura B.1: Solucao para o estado estaciondrio.
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Apeéendice C

Analise da Estabilidade das

Solucoes Estacionarias

Apresentamos agora uma andlise da estabilidade das solugoes estacionarias. Va-
mos considerar um pequeno desvio da variavel dinamica em relacao ao seu valor

médio como segue:

0r; = mjs — (),
0y; = Yjis — (Uj) (C.1)
com 7 = 0,1,2. Podemos escrever as equacoes de movimento para dx; e dy; a
J J

partir da média das Eqgs.(5.25). As equagdes de movimento linearizadas sdo obtidas

mantendo os termos de primeira ondem desses desvios. Definindo um vetor coluna

0z 9o
55}1 = 5'7;1 € 57] = 5y1 3 (02)
0o 0y2

podemos escrever a equacao linearizada de uma forma compacta:

ST =M,T e 6y =M,7 (C.3)
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onde
—Vr —VrZ2s —Vrlis
Mx: .7328/2 —1 x08/2
ZL‘lS/Q ZEOS/Q —]_
—r —VrZ2s —Vrlis
€ My = x28/2 -1 .1'05/2 (C4)
1115/2 II?OS/Q -1

Estas solugoes estaciondrias sao estdveis se todos os autovalores de My e M, possuirem
partes reais negativas. Nés chegamos nas seguintes equagoes seculares para os auto-

valores A\, e Ay:

)\i+cl)\§+02)\x+03 = 0

onde

g = di =2+,
Vr

C = d2:1_xgs/4+2’%+?(%s—i_x%s)’
c3 = r [1 - :U(%s/4 + (33%8 + x%s) /2 + xOsxlsx%/Q} )
d3s = 7, [1 — x%s/él + (m%s — a:%s) /2 + xosxlsxgs/ﬂ . (C.6)

De acordo com o critério de Hurwitz [97], todos os autovalores tém partes reais
negativas se, e apenas se, os coeficientes ¢y, ¢y c3, dy, do e d3 forem todos positivos
e os determinantes de Hurwitz Hi = ¢, Hy = cico — ¢c3, H3 = c3Hy, G1 = dj,

Gy = didy — d3 e G3 = d3(G, sao todos positivos.

E conveniente escrever todas as condi¢oes em termos dos parametros do sistema

e xos. Das equacgoes para o estado estacionario, dadas por 5.27, temos

__8m
T1s = 4 — [E%S
2s 4 — Z‘%S .

O critério de Hurwirtz pode ser reduzido para uma tnica condicao

(1= aB./4) |2 + (1= 28./9)°] > 0 (C.8)
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Por isso, pode-se ver que toda solucao para o estado estacionario com zgs > 2 é
instavel. Na pratica, isto significa que toda solucao fisica que encontramos para a
condicao de sinal injetado sao estaveis, em contraste com o caso nao injetado que

tem uma instabilidade para oscilacao no limiar.
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