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Resumo

Sistemas multibandas como compostos inter-metálicos e férmions pesados possuem

elétrons originários de diferentes orbitais atômicos em sua superf́ıcie de Fermi. Como

em geral esses elétrons possuem massas ou densidades diferentes, existe um mismatch

natural entre os vetores de onda de Fermi associados a estes diferentes elétrons. Isto

torna esses materiais potenciais candidatos a apresentarem fases supercondutoras exóticas

como as fases sem gap e FFLO, mesmo na ausência de campo magnético externo. Os

orbitais distintos coexistentes na superf́ıcie de Fermi são geralmente hibridizados e seu

grau de mistura pode ser controlado via pressão externa. Neste trabalho, consideraremos

o problema em que elétrons originários de diferentes bandas podem transmutar-se uns nos

outros com apenas seu número total sendo conservado.

Utilizamos a aproximação de campo médio e acoplamento fraco para estudar a super-

condutividade em sistemas metálicos de duas bandas com interações intra e inter-banda

para uma temperatura finita. Alterando a hibridização entre as bandas, variamos o mis-

match entre as superf́ıcies de Fermi produzindo diferentes tipos de instabilidades.

Para o limite de temperatura nula em interações inter-banda, achamos uma transição

de fase de primeira ordem supercondutor-normal e a caracterização de um modo mole

para um vetor de onda espećıfico kc relacionado à hibridização responsável pela transição.

Este fato nos propõe a possibilidade da existência de uma fase modulada induzida por

hibridização entre os estados supercondutor e normal, que será também analisada neste

trabalho. A presença de temperatura altera a ordem da transição que era inicialmente de

primeira e passa a ser de segunda ordem.

No caso de atrações intra-banda, a transição de fase do estado supercondutor para

o normal é cont́ınua com a variação da hibridização sendo associada a um ponto cŕıtico
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quântico supercondutor, que não é mais caracterizado para temperatura finita.

Devido às observações obtidas no caso intra-banda investigamos a possibilidade de

existência de uma fase inomogênea induzida por hibridização. No limite de temperatura

nula conforme a hibridização varia observamos que o estado BCS torna-se instável com

respeito ao estado supercondutor inomogêneo (FFLO), mostrando que este realmente

está presente no sistema. Para temperatura finita, observamos que o sistema apresenta

transições de fase de primeira ordem entre os estados BCS-FFLO e segunda entre os

estados BCS-Normal e FFLO-Normal, caracterizando desta forma a existência de um

ponto bicŕıtico.

vii



Abstract

Multi-band systems such as inter-metallic and heavy fermion compounds have quase-

particles arising from different orbitals at their Fermi surface. Since these quase-particles

have different masses or densities, there is a natural mismatch of the Fermi wave vectors

associated with different orbitals. This makes these materials potential candidates to

observe exotic superconducting phases as Sarma or FFLO phases, even in the absence

of an external magnetic field. The distinct orbitals coexisting at the Fermi surface are

generally hybridized and their degree of mixing can be controlled by external pressure. In

this work, we consider the problem of fermionic quase-particles that can transmute one

into another with their total number conserved.

We use a mean field approximation in weak coupling regime to study superconduc-

tivity in two-band metallic systems with inter and intra-band interactions. Tuning the

hybridization between the bands varies the mismatch of the Fermi wave vectors and pro-

duces different instabilities. For inter-band attractive interactions, we find a first-order

normal-superconductor transition and a homogeneous metastable phase with gapless ex-

citations, however it changes suddenly in presence of temperature since the order of the

transition changes.

In the case of intra-band interactions, the transition from the superconductor to the

normal state is continuous as hybridization increases and associated with a quantum

critical point.

Besides, we investigate the existence of an FFLO type of phase in a two-band BCS

superconductor controlled by hybridization. At zero temperature, as hybridization (pres-

sure) increases we find that the BCS state becomes unstable with respect to an inho-

mogeneous superconducting state characterized by a single wave vector q. At non-zero
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temperature, the system has a BCS - Normal and FFLO - Normal second order phase

transition and a BCS - FFLO first order phase transition, with the existence of a bicritical

point.
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B.2 Transição de Fase Quântica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

C Cálculo das Funções de Correlação 79

D Cálculos da Fase Inomogênea 82
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CeCoIn5−xSnx para diversos valores de dopagem e curvas obtidas teorica-

mente por Scheilla Ramos e colaboradores [11]. . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Comportamento do gap normalizado em função da temperatura, mostrando

que o sistema apresenta duas temperatura cŕıticas quando Vsd = 0 [12]. . . 5
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causando uma descontinuidade em γ. Todos os valores de hibridização

estão normalizados por µa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Caṕıtulo 1

Introdução

A supercondutividade desde sua descoberta tem sido um objeto de estudo de grande

interesse. Novos materiais supercondutores envolvendo diferentes mecanismos de empa-

relhamento fazem deste um dos temas de pesquisa mais estudados na área da f́ısica da

matéria condensada.

O estudo da supercondutividade assimétrica, que são sistemas onde diferentes tipos

de quase-part́ıculas coexistem em uma mesma superf́ıcie de Fermi teve seu interesse como

fonte de pesquisa aumentado nos últimos anos. Isto se dá em parte por sua relevância

em diferentes áreas da f́ısica. Esta é encontrada em sistemas de átomos frios com fases

superfluidas [1], em supercondutividades de cor nos núcleos de estrelas de nêutrons [2, 3]

e em f́ısica da matéria condensada [4]. Além disso esta é intimamente ligada à supercon-

dutividade inomogênea, como fases FFLO [5, 6], uma vez que esta se caracteriza como

um posśıvel estado fundamental para sistemas assimétricos. Em matéria condensada,

como em materiais inter-metálicos, existem elétrons de diferentes orbitais localizados na

superf́ıcie de Fermi. Se essas quase-part́ıculas possuem diferentes massas efetivas, ou ocor-

rem em um número distinto por átomo existirá uma diferença natural em seus vetores de

onda de Fermi.

Assim, em sistemas multibandas, mesmo na ausência de campo magnético externo,

deve-se considerar a possibilidade da existência de supercondutividade inomogênea ou

outros tipos exóticos de estados fundamentais como supercondutividade sem gap [7, 8] ou

separação de fases [9].

Estas observações e comportamentos em sistemas multibandas seviram como pano de
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fundo para a idéia do desenvolvimento deste trabalho, que está dividido da forma que

segue.

No Caṕıtulo 2 apresentamos uma idéia sucinta dos conceitos, sistemas, formalismos

e observações experimentais que serviram de motivação para o desenvolvimento deste

trabalho.

No Caṕıtulo 3 consideramos um modelo de duas bandas e utilizamos o método das

funções de Green a fim de descrever o efeito da hibridização em supercondutores multi-

bandas com interações inter e intra-banda independente e simultaneamente, apresentando

suas particularidades e propriedades.

No Caṕıtulo 4 analisamos a possibilidade da existência de uma fase inomogênea tipo-

FFLO induzida por hibridização num sistema com interações inter-bandas, apresentando

assim uma proposta para existência deste tipo de fenômeno.

No Caṕıtulo 5 apresentamos as conclusões, algumas considerações e sugestões para

pesquisas futuras obtidas através deste trabalho.

Nos Apêndices apresentamos de maneira sucinta o formalismo das funções de Green

além de algumas considerações relevantes sobre transições de fases que utilizaremos neste

trabalho. Em seguida, apresentamos o desenvolvimento de alguns cálculos espećıficos refe-

rente ao trabalho, que foram retiradas do seu corpo principal para não deixá-lo cansativo.
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Caṕıtulo 2

Considerações Gerais e Motivação

Na teoria BCS [10] da supercondutividade um sistema supercondutor é descrito por

apenas uma banda de elétrons (banda s), consequentemente um único tipo de quase-

part́ıcula é considerado. Obtemos portanto, suas propriedades dentro das limitações e

aproximações necessárias para realização dos cálculos. Nesta teoria todos os elétrons que

estão no ńıvel de Fermi contribuem igualmente para o emparelhamento supercondutor

gerando um gap supercondutor constante, independente dos vetores de onda dos pares de

Cooper. Porém, isso fica longe da realidade em materiais e ligas mais complexas.

Considerando metais de transição, por exemplo, estes possuem elétrons de condução

no ńıvel d, que contribuem consideravelmente para a resistividade no estado normal, es-

tando relacionados da mesma forma com a supercondutividade nestes materiais. Conside-

rando férmions pesados, seus elétrons se situa no ńıvel f apresentando um comportamento

instável (amb́ıguo entre itinerante e localizado) complicando ainda mais sua análise.

Como exemplo temos um dos resultados experimentais obtidos por Scheilla Ramos e

colaboradores [11] mostrado na figura 2.1, que se referem a um sistema de férmions pesados

que apresenta transição de fase quântica induzida por pressão externa. Estes resultados

serviram de grande motivação experimental para o desenvolvimento teórico deste trabalho

como a implementação de uma hibridização como parâmetro microscópico relacionado

com a pressão externa aplicada ao sistema, um vez que essa é alterada conforme se varia

a pressão externa e a capacidade desta de influenciar na supercondutividade. De maneira

geral, em alguns átomos os orbitais dos subńıveis atômicos s e p, por exemplo, se misturam,

dando origem a orbitais h́ıbridos espontaneamente. Portanto, a idéia de hibridização se
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resume no processo de formação de orbitais eletrônicos h́ıbridos.

Figura 2.1: Diagrama de fases Tc × P experimental para o composto férmion pesado

CeCoIn5−xSnx para diversos valores de dopagem e curvas obtidas teoricamente por

Scheilla Ramos e colaboradores [11].

Sistemas deste tipo não podem ser descritos por uma teoria BCS usual. Com a intenção

de analisar sistemas supercondutores mais complexos e realistas foi proposto um modelo

de multibandas a fim de tentar tratar esses casos.

O primeiro modelo de sistemas multibandas foi proposto por Suhl, Mathias e Walker

[12] em 1959, que é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

HSMW =
∑

kσ

(εs
kc
†
kσckσ + εd

kd
†
kσdkσ)− Vss

∑

kk
′
c†
k′↑c

†
−k′↓c−k↓ck↑

−Vdd

∑

kk′
d†

k
′↑d

†
−k

′↓d−k↓dk↑ − Vsd

∑

k

(c†
k
′↑c

†
−k

′↓d−k↓dk↑ + d†
k
′↑d

†
−k

′↓c−k↓ck↑) (2.1)

Onde εs
k e εd

k são as relações de dispersão dos elétron s e d e sendo Vss, Vdd e Vsd as

interações atrativas responsáveis pela supercondutividade nas bandas s, d e sd.

Estes autores propuseram o modelo em analogia à teoria BCS, porém sendo um Hamil-

toniano de duas bandas que se cruzavam, no intuito de descrever elementos de transição

que apresentavam uma resistividade diferenciada devido ao espalhamento entre elétrons

itinerantes dos ńıveis s − d. Os processos de emissão e absorção de cada quantum de
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energia poderia ser feito dentro de cada banda e entre elas, onde o fônon envolvido na

interação deveria ter o número de onda igual à diferença em número de onda de dois

elétrons, onde ambos devem estar localizados na mesma vizinhança do ńıvel de Fermi, as-

sim como na teoria BCS. Utilizando as mesmas aproximações da teoria BCS em conjunto

com as transformações de Bogoliubov [13] mostrou-se:

• Para Vss = Vdd = 0 (caso inter-banda), a temperatura cŕıtica é a mesma do caso

BCS, porém com densidades de estados (ρsρd)
1
2 .

• Para Vsd = 0 (caso intra-banda), o sistema apresenta duas temperaturas cŕıticas.

Uma associada a cada banda.

• Para V 2
sd ¿ VssVdd, o sistema só apresenta uma temperatura cŕıtica e essa é igual a

maior das duas temperaturas cŕıticas obtidas no caso anterior.

Os resultados obtidos por Suhl e colaboradores [12] estão resumidos no diagrama apre-

sentado na figura 2.2.

Figura 2.2: Comportamento do gap normalizado em função da temperatura, mostrando

que o sistema apresenta duas temperatura cŕıticas quando Vsd = 0 [12].

Dentre os resultados deste trabalho vemos que mesmo para supercondutores do tipo

s − d que não apresentam elétrons d participando diretamente da supercondutividade
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(Vdd = 0), os elétrons s se beneficiam da densidade de estados presentes na banda d.

Além do fato de ao existir uma interação inter-banda, a temperatura cŕıtica do sistema

aumenta. Experimentalmente este resultado pode servir para explicação da estrutura fina

nas medidas de absorção infravermelha de alguns supercondutores. Além de ser o primeiro

trabalho a supor uma posśıvel interação assimétrica que poderia gerar supercondutividade.

Porém, como é de esperar, esta não é a única interpretação e aplicação dada a esse

problema. Outras interpretações e proposições de acoplamento foram associadas a esse

caso gerando muita pesquisa e discussões nessa área. Algumas dessas interpretações,

que serviram como principais motivações teóricas para este trabalho, serão sucintamente

abordadas a seguir em ordem cronológica.

2.1 Fase de Sarma

O modelo proposto por Sarma [14] em 1963, estuda o efeito da ação de um campo

magnético uniforme sobre os spins dos elétrons de condução de um supercondutor utili-

zando o formalismo da teoria BCS da supercondutividade, negligenciando o efeito orbital.

Desta maneira foi proposto o seguinte Hamiltoniano:

HSarma =
∑

k

εk(a
†
k↑ak↑ + a†k↓ak↓) + h

∑

k

(a†k↑ak↑ − a†k↓ak↓)−
∑

kk′
Vkk′a

†
k
′↑a

†
−k

′↓a−k↓ak↑ (2.2)

onde εk é a relação de dispersão eletrônica, h é o campo magnético uniforme e V é a

interação atrativa responsável pela supercondutividade.

O sistema pode ser considerado multibanda, no caso duas, pois o campo magnético

uniforme separa os elétrons de spins opostos, criando uma banda de spins ↑ e outra de spins

↓. A importância deste trabalho vem pelo fato do aparecimento natural e a consideração

de um desdobramento multibanda em um modelo que originalmente trataria de sistemas

de uma única banda.

Mostrou-se que à temperatura nula:

• Para ∆ = 0, encontra-se paramagnetismo de Pauli num metal normal.

• Para ∆ > h, encontra-se o estado fundamental BCS não polarizado.

• Para ∆ < h, encontra-se um caso onde as superf́ıcies de Fermi deslocam-se gerando

um mismatch entre elas.
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onde ∆ = V
∑

k
′ 〈a−k

′↓ak
′↑〉.

Analisando para temperatura finita foi obtido o diagrama apresentado na figura 2.3,

que descreve as linhas de transição de fase de segunda e primeira ordem, além do ponto

tricŕıtico, sendo o campo magnético cŕıtico Hc = ∆2√
2
, que é exatamente o campo cŕıtico

obtido por Chandrasekhar e Clogston [15] para um supercondutor BCS.

Figura 2.3: Diagrama de fases Tc × h obtido por Sarma [14], mostrando as linhas de

transição de fase de segunda e primeira ordem, além do ponto tricŕıtico, sendo a parte

inferior da linha I instável e não f́ısica. Onde ∆2 é o parâmetro de ordem para temperatura

finita.

Esta fase supercondutora se apresenta instável quando comparada a uma fase FFLO

[5, 6], que será discutida na seção seguinte, com vetor caracteŕıstico q = 0, o que gera um

diagrama de fases incompleto, pois após a linha de transição de fase de primeira ordem

apresentado na figura 2.3, deve existir uma região supercondutora inomogênea antes da

região metálica normal como discutiremos posteriormente.

2.2 Fase de FFLO

A teoria BCS da supercondutividade descreve a possibilidade de emparelhamento entre

part́ıculas de momentos e spins iguais e opostos próximos a uma mesma superf́ıcie de

Fermi. Porém, no caso de sistemas que apresentam ordem ferromagnética, a presença
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de um campo magnético fraco causa um afastamento dos vetores de Fermi das bandas

polarizadas na superf́ıcie de Fermi, causando assim uma instabilidade no emparelhamento

Cooper, não ocorrendo mais para um acoplamento arbitrariamente fraco como no caso

BCS.

Larkin e Ovchinnikov [5] em 1965 e independentemente Fulde e Ferrel [6] em 1964 mos-

traram que nestas circunstâncias é favorável uma translação relativa entre as superf́ıcies

de Fermi, causando um emparelhamento com momento total q não nulo, definido por

∆q = −∑

k

Vk〈a−k+ q
2
ak+ q

2
〉 (2.3)

A figura 2.4, obtida por Takada e Izuyama [16] em 1969, mostra o diagrama de fases

previsto por Fulde e Ferrel, e por Larkin e Ovchinnikov (FFLO).

Figura 2.4: Diagrama de fase Tc×h obtido por Takada e Izuyama [16], onde as transições

do estado supercondutor para o normal são sempre de segunda ordem enquanto a transição

da fase BCS para a FFLO é de primeira ordem.

Nestas condições, as instabilidades previstas por FFLO são relevantes, apresentando

uma região bem definida, apesar de pequena, no diagrama de fases do sistema com pre-

sença de transições de primeira e segunda ordem e um ponto tricŕıtico.

Estes trabalhos nos deram motivação para a realização da parte final deste trabalho,

propondo a possibilidade da existência de uma fase inomogênea tipo FFLO, porém na

ausência de campo magnético externo e sim com a presença da hibridização relacionada a
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aplicação de pressão externa, como proposto na trabalho experimental de Scheilla Ramos

e colaboradores [11], para o caso inter-banda do nosso modelo.

2.3 Fase de Gap Interno ou Breached Pairing

Devido aos avanços nos estudos de gases atômicos ultra-frios [1] revitalizou-se o interesse

em algumas questões básicas em teoria quântica de muitos corpos. Uma destas questões

seria como se procede o emparelhamento fermiônico entre espécies cujos vetores de Fermi

não coincidem na superf́ıcie de Fermi.

Para acoplamento forte não há muitas dúvidas sobre o que poderia ocorrer. É de

se esperar que nestas condições deva existir o emparelhamento da maior quantidades de

quase-part́ıculas posśıvel, que em baixas temperaturas estas quase-part́ıculas formariam

um condensado de Bose-Einstein tendo a formação de um fluido normal residual com

as part́ıculas restantes. Ficando a pergunta, qual seria então o comportamento para

acoplamento fraco que corresponderia a esse caso?

Tal comportamento foi proposto por Vincent Liu e Frank Wilczek [7] em 2003 como

um novo estado da matéria, cujas interações de emparelhamento criariam um gap no

interior da esfera de Fermi mantendo sua superf́ıcie sem gap.

O Hamiltoniano proposto é o seguinte

HWilczek =
∑
p,α

εα
p ψα†

p ψα
p + g

∑

pp′q

ψ†Aq+pψ
†
Bq−pψBq−p

′ψAq+p
′ (2.4)

onde εα
p = p2

2mα
− µα e ψα

p é o operador de campo de aniquilação de férmions da banda α

com momento p.

Segundo Liu e Wilczek e como está apresentada na figura 2.5, existem duas espécies

de férmions com diferentes estruturas de bandas, onde neste caso espećıfico ambas são

parabólicas e isotrópicas, mas com diferentes massas efetivas e diferentes tamanhos no

espaço dos momentos. Como a esfera de Fermi maior é relativa a banda mais larga

(massa efetiva maior) e a interação ocorre próxima a superf́ıcie de Fermi menor teremos

superfluidez com gap na esfera menor e ĺıquido de Fermi normal na esfera maior, isso se

dá pelo fato do emparelhamento Cooper ter momento total nulo (BCS) de forma que não

existem férmions de ambas as espécies em condições necessária para o emparelhamento

ocorrer na esfera maior.
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Figura 2.5: Esquema proposto por Liu e Wilczek [7] de como ocorreria este tipo de estado

Este define um sistema que contém ambos estados superfluido e ĺıquido de Fermi

normal simultaneamente e de maneira homogênea, com excitações com e sem gap, respec-

tivamente. Para elétrons em sólidos, isso definiria um material simultaneamente super-

condutor e metálico.

Esse tipo de estado poderia ocorrer em vários contextos da f́ısica, como segue:

• Sistemas de átomos ultrafrios

-Ocorre simplesmente porque os átomos são de spins diferentes ou elementos dife-

rentes.

• Sólidos

-Pode ocorrer em populações de elétrons em duas bandas diferentes (suas densidades

ou massas efetivas diferem).
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• Cromodinâmica Quântica

Para diferentes espécies de quarks, que naturalmente tem massa e potenciais qúımicos

diferentes.

Porém, posteriormente foi mostrado que isto não se tratava de um novo estado da

matéria e sim da mesma fase proposta por Sarma [14] anos antes, apresentando desta

forma as mesmas instabilidades, como ponto de máximo na energia livre e erros no dia-

grama de fases. Isto será descrito na próxima seção.

Este resultado serviu como motivação inicial para o desenvolvimento deste traba-

lho, pois traz um modelo simples que trata de sistemas multibandas com interações as-

simétricas e que nos permite propor alterações como a existência de hibridização entre as

bandas, a fim de analisarmos sua estabilidade.

2.4 Fase Mista Inomogênea

Com o propósito de analisar os limites de validade das propostas feitas por Liu e Wilc-

zek, na seção anterior, Bedaque, Caldas e Rupak [9], em 2003, mostraram que o estado

fundamental de um gás assimétrico dilúıdo formado de átomos fermiônicos frios cons-

titúıdo por duas espécies de part́ıculas com diferentes densidades é formado por uma fase

mista com duas componentes: uma normal e uma superfluida.

O Hamiltoniano proposto é basicamente o mesmo proposto por Liu e Wilczek, dado

por

HCaldas = H −∑

k,α

µαmα =
∑

kσ

(εa
ka
†
kσakσ + εb

kb
†
kσbkσ) + g

∑

kk′σ

a†
k′σb

†
−k′−σ

b−k−σakσ (2.5)

onde a e b representam as duas espécies de part́ıculas, cuja dispersão também é parabólica

εα
k = k2

2mα
− µα, α = a, b.

De maneira geral seus resultados mostraram que a fase BCS desaparece de forma

descont́ınua (transição de 1a ordem) à temperatura nula, conforme o mismatch entre os

vetores de Fermi aumenta atingindo um valor cŕıtico. Além de mostrar que a fase Breached

Pairing é equivalente a fase de Sarma apresentando um máximo na energia livre.

Todos os resultados comentados anteriormente serviram como base principal, parâmetro

e motivação para o desenvolvimento deste trabalho.
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Caṕıtulo 3

Efeito da Hibridização em

Supercondutores com Interações

Inter e Intra-Banda

Supercondutividade assimétrica, como já comentado, refere-se à sistemas cujo empa-

relhamento Cooper descrito pela teoria BCS não é o único observado, ocorrendo, por

exemplo, em sistemas supercondutores onde os vetores de Fermi referentes às part́ıculas

interagentes situam-se em diferentes localizações da superf́ıcie de Fermi, devido a coe-

xistência de diferentes quase-part́ıculas em torno desta. Este fenômeno ocorre em sistemas

cujo estado fundamental, por exemplo, é do tipo FFLO [6, 5], onde o mismatch entre as

bandas, com diferentes orientações de spin, é produzida pela ação de um campo magnético

externo. Isto também ocorre em sistemas de átomos frios, onde a separação é devido ao di-

ferente número de férmions interagentes [1, 17]. Além disso este comportamento também

pode aparecer no interior de estrelas de nêutrons devido ao emparelhamento de diferen-

tes números de quarks up e down, podendo gerar uma supercondutividade de cor [3, 2].

Em sistemas metálicos multibandas, como compostos inter-metálicos e férmions-pesados,

elétrons vindos de diferentes orbitais coexistem em torno de uma mesma superf́ıcie de

Fermi [18, 19], uma vez que estes elétrons possuem diferentes massas efetivas ou ocorrem

em diferentes números por átomo, existe uma separação natural dos vetores de onda de

Fermi destas quase-part́ıculas.

Em matéria condensada, sistemas supercondutores (SC) multibandas são suscet́ıveis
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a pressão externa e em muitos casos esta os leva ao estado normal metálico através

de um ponto cŕıtico quântico supercondutor (SQCP). Existem poucos mecanismos que

podem produzir esse tipo de transição de fase. O mais conhecido é através de impurezas

magnéticas [20], porém este não parece ser o caso em sistemas que são levados ao estado

normal por aplicação de pressão externa. Aqui, propomos um mecanismo alternativo que

associa o aumento da hibridização a aplicação da pressão externa, pois para sistemas de

matéria condensada, a pressão externa modifica o overlap das funções de onda devido a

deformação da rede e consequentemente varia sua hibridização.

O problema da supercondutividade em sistemas com bandas que se cruzam foi tratado

originalmente por Suhl, Matthias e Walker [12], como comentamos no caṕıtulo anterior.

Neste trabalho e em outros subsequentes [21], a relevância para as interações inter-bandas

está associada ao mismatch entre os vetores de Fermi. No nosso caso, o mismatch dos

vetores de Fermi depende da hibridização e pode ser controlada por pressão.

Neste caṕıtulo desenvolveremos um modelo com a finalidade de descrever sistemas de

duas bandas, com interações inter e intra-bandas com a possibilidade destas hibridizarem.

3.1 Modelagem do Sistema

O Hamiltoniano proposto para esse tipo de sistema é o seguinte:

H =
∑

kσ

(εa
ka
†
kσakσ + εb

kb
†
kσbkσ)− g

∑

kk
′
σ

a†
k′σb

†
−k′−σ

b−k−σakσ

−gb

∑

kk′σ

b†
k
′
σ
b†−k

′−σ
b−k−σbkσ +

∑

kσ

Vk(a
†
kσbkσ + b†kσakσ) (3.1)

onde εa
k, ε

b
k são as relações de dispersão, a†kσ e b†kσ são os operadores de criação fermiônicos

das duas diferentes bandas do sistema. Temos também que g e gb são as interações

atrativas inter e intra-banda entre as quase-part́ıculas, além do termo V ser a hibridização,

responsável pela transmutação entre as quase-part́ıculas. Neste trabalho toda análise é

feita no limite da interação coulombiana (U) infinita tendo portanto a ocupação de um

elétron por śıtio.

A origem das interações atrativas não é discutida nesta tese, mas elas podem ter origem

nos fônons, em flutuações de carga ou de spin.
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A origem f́ısica do termo V é diferente para cada caso. Em sistemas de quarks,

por exemplo, é a interação fraca que permite a transformação entre quarks up e down

dando origem ao termo de mistura [2, 22, 23]. Para sistemas de átomos fermiônicos frios

em uma rede ótica, com dois estados atômicos, o termo referente à hibridização é de-

vido as transições Raman com frequências de Rabi caracteŕısticas proporcionais a V [24].

Para sistemas metálicos, inter-metálicos e férmions pesados [26], a hibridização vem do

overlap das funções de onda através do potencial cristalino, podendo ser controlada por

pressão ou dopping [27] permitindo explorar diagramas de fase utilizando estas quanti-

dades como parâmetros externos. Note que, uma vez que a hibridização transforma uma

quase-part́ıcula em outra, apenas o número total de part́ıculas é conservado.

Todo este trabalho foi realizado considerando o potencial qúımico do sistema cons-

tante, ou seja, o ńıvel de Fermi mantém-se inalterado independentemente das interações.

Utilizando uma aproximação tipo campo médio podemos reescrever a equação (3.1)

da seguinte forma

H =
∑

kσ

(εa
ka
†
kσakσ + εb

kb
†
kσbkσ)−∆ab

∑

kσ

(a†kσb
†
−k−σ + b−k−σakσ)

−∆
∑

kσ

(b†kσb
†
−k−σ + b−k−σbkσ) +

∑

kσ

Vk(a
†
kσbkσ + b†kσakσ)− ∆2

ab

g
− ∆2

gb

(3.2)

onde

∆ab = g
∑

kσ

〈b−k−σakσ〉 (3.3)

∆ = gb

∑

kσ

〈b−k−σbkσ〉. (3.4)

Para obtermos o espectro de excitações das quase-part́ıculas do sistema dentro desta

aproximação, utilizamos o método das equações de movimento que nos permite obter

as funções de Green padrão e anômala [28]. Tipos excitônicos de correlações que ape-

nas renormalizam a hibridização [29] foram desprezados. Com o propósito de obter os

parâmetros de ordem ∆ab e ∆, faz-se necessário o cálculo das funções de Green anômalas

〈〈ak, b−k〉〉 e 〈〈bk, b−k〉〉 (o ı́ndice de spin foi suprimido por simplicidade), como mostrado

mais detalhadamente no Apêndice A. Deste modo temos que

〈b−kak〉 =
∫

dωf(ω)Im[〈〈ak, b−k〉〉] (3.5)
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e

〈b−kbk〉 =
∫

dωf(ω)Im[〈〈bk, b−k〉〉] (3.6)

onde f(ω) é a função de Fermi e ω é a frequência conjugada a variável t que descreve a

evolução temporal do sistema.

Como ponto de partida. Vamos escrever as equações de movimento no espaço das

frequências para os propagadores 〈〈ak, b−k〉〉 e 〈〈bk, b−k〉〉, ou seja,

Portanto, fazendo h̄ = 1, temos

ω〈〈ak, b−k〉〉 = 〈〈[ak, H], b−k]〉〉+
1

2π
〈{ak, b−k}〉 (3.7)

e

ω〈〈bk, b−k〉〉 = 〈〈[bk, H], b−k]〉〉+
1

2π
〈{bk, b−k}〉. (3.8)

Uma observação a ser feita é que a aproximação de campo médio que conduziu à

equação (3.2) também poderia ser feita considerando o Hamiltoniano mais geral e de-

sacoplando as funções de Green. Porém, uma intervenção tardia apresenta seus prós e

contras. Algumas funções de Green geradas a partir das equações de movimento são de

ordem superior, pois estas apresentam um número maior de operadores de criação e des-

truição que a função de Green original. Neste caso, a aproximação pode ser tomada para

reduźı-las à ordem original das funções de Green reobtendo o resultado anterior ou sendo

deixada para mais tarde, complicando um pouco mais o tratamento do problema. Porém,

em contrapartida dando maior riqueza aos resultados.

Continuando com o desenvolvendo do formalismo, da equação (3.7) temos

ω〈〈ak, b−k〉〉 = 〈〈[ak, H], b−k]〉〉 (3.9)

pois 〈{ak, b−k}〉 = 0, e desenvolvendo o lado direito da equação (3.9) temos

[ak, H] =
∑

k

(εa
k[ak, a

†
kak] + εb

k[ak, b
†
kbk])

−∆ab

∑

k

([ak, a
†
kb
†
−k] + [ak, b−kak])−∆

∑

k

([ak, b
†
kb
†
−k] + [ak, b−kbk])

+
∑

k

Vk([ak, a
†
kbk] + [ak, b

†
kak])− ∆2

ab

g
[ak, 1]− ∆2

gb

[ak, 1] (3.10)

calculando os comutadores usando as regras de anti-comutação fermiônica, obtemos

(ω − εa
k)〈〈ak, b−k〉〉 = −∆ab〈〈b†−k, b−k〉〉+ Vk〈〈bk, b−k〉〉. (3.11)
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Como podemos observar, para obtermos 〈〈ak, b−k〉〉 precisamos não só da função de

Green 〈〈bk, b−k〉〉, mas também do propagador 〈〈b†−k, b−k〉〉.
De maneira análoga à feita anteriormente na equação (3.9), determinamos a equação

de movimento para o propagador 〈〈b†−k, b−k〉〉, que é dada por

(ω + εb
−k)〈〈b†−k, b−k〉〉 =

1

2π
−∆ab〈〈ak, b−k〉〉 − V−k〈〈a†−k, b−k〉〉 −∆〈〈bk, b−k〉〉. (3.12)

Vemos desta equação que um novo propagador é gerado, 〈〈a†−k, b−k〉〉, e que também

deverá ser calculado posteriormente.

Calculando a equação de movimento para o propagador 〈〈bk, b−k〉〉, temos

(ω − εb
k)〈〈bk, b−k〉〉 = ∆ab〈〈a†−k, b−k〉〉+ Vk〈〈ak, b−k〉〉 −∆〈〈b†−k, b−k〉〉. (3.13)

A equação de movimento para 〈〈a†−k, b−k〉〉, é dada por

(ω + εa
−k)〈〈a†−k, b−k〉〉 = ∆ab〈〈bk, b−k〉〉 − V−k〈〈b†−k, b−k〉〉 (3.14)

Finalmente, de posse das equações (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14), conseguimos comple-

tar o sistema de equações que descreve o problema, como segue




(ω − εa
k)〈〈ak, b−k〉〉 = −∆ab〈〈b†−k, b−k〉〉+ Vk〈〈bk, b−k〉〉

(ω + εb
−k)〈〈b†−k, b−k〉〉 = −∆ab〈〈ak, b−k〉〉 − V−k〈〈a†−k, b−k〉〉 −∆〈〈bk, b−k〉〉+

1

2π
(ω − εb

k)〈〈b†−k, b−k〉〉 = ∆ab〈〈a†−k, b−k〉〉+ Vk〈〈ak, b−k〉〉 −∆〈〈b†−k, b−k〉〉
(ω + εa

−k)〈〈a†−k, b−k〉〉 = ∆ab〈〈bk, b−k〉〉 − V−k〈〈b†−k, b−k〉〉.
Chamando

x ≡ 〈〈ak, b−k〉〉
y ≡ 〈〈b†−k, b−k〉〉
z ≡ 〈〈bk, b−k〉〉 (3.15)

u ≡ 〈〈a†−k, b−k〉〉
e considerando que o sistema possui uma simetria por inversão, podemos fazer Vk = V−k

e εa,b
k = εa,b

−k, assim reescrevendo o sistema de equações acima na forma matricial, temos



(ω − εa
k) ∆ab −Vk 0

∆ab (ω + εb
k) −∆ Vk

−Vk −∆ (ω − εb
k) −∆ab

0 Vk −∆ab (ω − εa
k)




.




x

y

z

u




=




0
1
2π

0

0




.
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Com base nisso, o que nos interessa são os valores de x e z, portanto, pela regra de

Cramer, podemos escrevê-los da seguinte forma

x =
det(Dx)

det(D)
(3.16)

z =
det(Dz)

det(D)
(3.17)

onde

Dx =




0 ∆ab −Vk 0
1
2π

(ω + εb
k) −∆ Vk

0 −∆ (ω − εb
k) −∆ab

0 Vk −∆ab (ω − εa
k)




Dz =




(ω − εa
k) ∆ab 0 0

∆ab (ω + εb
k)

1
2π

Vk

−Vk −∆ 0 −∆ab

0 Vk 0 (ω − εa
k)




e

D =




(ω − εa
k) ∆ab −Vk 0

∆ab (ω + εb
k) −∆ Vk

−Vk −∆ (ω − εb
k) −∆ab

0 Vk −∆ab (ω − εa
k)




.

Resolvendo cada termo separadamente, e considerando a hibridização constante para

todo vetor de onda k (Vk = V ) e chamando δ = ∆
∆ab

, obtemos depois de algumas mani-

pulaçoes algébricas

det(Dx) =
∆ab

2π
[∆2

ab − V 2 − (ω + εb
k)(ω + εa

k) + δV (ω + εa
k)] (3.18)

det(Dz) =
1

2π
[∆(ω2 + εa2

k )− 2V ∆abω] (3.19)

e

det(D) = ω4− [εa2
k + εb2

k +∆2 +2(V 2 +∆2
ab)]ω

2 +4∆abV ∆ω +[εa
kε

b
k− (V 2−∆2

ab)]
2 +∆2εa2

k .

(3.20)
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Os pólos das funções de Green são obtidos da condição det(D) = 0, e fornecem as

energias de excitação do sistema. Desta forma reescreveremos a equação (3.20) em termos

de suas ráızes.

Por questões de simetria, pois esperamos que as auto-energias do sistema não depen-

dam do sinal da função, desprezaremos o termo linear em ω, o que nos reduz a uma

equação biquadrática, cuja solução é a seguinte

ω1,2,3,4 = ±
√

Ak ±
√

Bk (3.21)

onde

Ak =
εa2
k + εb2

k

2
+ (V 2 + ∆2

ab) +
∆2

2
(3.22)

e

Bk =

(
εa2
k − εb2

k

2

)2

+V 2(εa
k+εb

k)
2+∆2

ab(ε
a
k−εb

k)
2+4V 2∆2

ab+
∆4

4
−∆2

2
(εa2

k −εb2
k )+∆2(V 2+∆2

ab).

(3.23)

É interessante notar, que as energias de excitação do sistema só se anulam, quando

[εa
kε

b
k − (V 2 −∆2

ab)]
2 + ∆2εa2

k = 0. (3.24)

Isto só acontece ajustando o parâmetro de hibridização para V = ∆ab, podendo ocorrer

neste caso excitações sem gap para k = ka
F com εa

ka
F

= 0. Sem este ajuste, não existe

modos sem gap. Porém, efeitos diferentes podem ocorrer caso alguma das interações inter

ou intra-banda não exista, isso veremos com mais datalhes nas seções seguintes.

Portanto, podemos escrever det(D) da seguinte forma,

det(D) = (ω − ω1)(ω − ω2)(ω − ω3)(ω − ω4) (3.25)

sendo

ω1 =

√
Ak +

√
Bk = −ω3 (3.26)

ω2 =

√
Ak −

√
Bk = −ω4. (3.27)

Podemos ainda reescrever a equação (3.25) na forma

det(D) = (ω2 − ω2
1)(ω

2 − ω2
2) (3.28)
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o que nos permite reescrever det(D) de uma forma mais conveniente para a aplicação do

Teorema do Salto (mais detalhes no Apêndice A), que faremos posteriormente, ou seja

1

det(D)
=

1

(ω2
1 − ω2

2)
.

[
1

2ω1

(
1

(ω − ω1)
− 1

(ω + ω1)

)
+

1

2ω2

(
1

(ω + ω2)
− 1

(ω − ω2)

)]
(3.29)

Desenvolvendo a equação (3.18)

det(Dx) = −∆ab

2π

[
ω2 + (εa

k − εb
k − δV )ω − (εa

kε
b
k − V 2 + ∆2

ab + δV εa
k)

]
(3.30)

relembrando que δ = ∆
∆ab

e simplificando em termos de suas ráızes, ficaremos

det(Dx) = −∆ab

2π
(ω − x1)(ω − x2) (3.31)

sendo

x1,2 = −Lk ± Jk (3.32)

e 



J2
k = E2

k + δV
4

[
δV + 4

εa
k+εb

k

2

]

Lk =
εa
k−εb

k

2
− δV

2

E2
k =

(
εa
k+εb

k

2

)2
+ (∆2

ab − V 2).

Substituindo a equação (3.32) na equação (3.31), obtemos

det(Dx) = −∆ab

2π
(ω + Lk − Jk)(ω + Lk + Jk) = −∆ab[(ω + Lk)

2 − J2
k ]. (3.33)

Portanto, substituindo as equações (3.29) e (3.33) na equação (3.16), teremos

〈〈ak, b−k〉〉 =
∆ab

[
(ω + Lk)

2 − J2
k

]

2π(ω2
1 − ω2

2)
.

[
1

2ω1

(
1

(ω + ω1)
− 1

(ω − ω1)

)

+
1

2ω2

(
1

(ω − ω2)
− 1

(ω + ω2)

)]
. (3.34)

De maneira análoga, substituindo as equações (3.19) e (3.33) na equação (3.17), tere-

mos

〈〈bk, b−k〉〉 =

[
2V ∆abω −∆(ω2 + εa2

k )
]

2π(ω2
1 − ω2

2)
.

[
1

2ω1

(
1

(ω + ω1)
− 1

(ω − ω1)

)

+
1

2ω2

(
1

(ω − ω2)
− 1

(ω + ω2)

)]
. (3.35)
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Obtemos, então, as funções de Green que descrevem as propriedades do sistema tais

como o parâmetro de ordem, as energias de excitação e as propriedades termodinâmicas.

Substituindo as equações (3.34) em (3.5) e (3.35) em (3.6), chegamos aos valores das

correlações (cálculos no Apêndice C), como segue

〈b−kak〉 =
∆ab

2π(ω2
1 − ω2

2)
.

[(
ω2

1 − γ2
k

2ω1

)
tanh

(
βω1

2

)
−

(
ω2

2 − γ2
k

2ω2

)
tanh

(
βω2

2

)]
(3.36)

sendo

γ2
k = J2

k − L2
k (3.37)

e

〈b−kbk〉 =
∆

2π(ω2
1 − ω2

2)
.

[(
ω2

1 − εa2
k

2ω1

)
tanh

(
βω1

2

)
−

(
ω2

2 − εa2
k

2ω2

)
tanh

(
βω2

2

)]
(3.38)

com β = 1
T
.

Desta forma, substituindo as equações (3.36) e (3.38) em (3.3) e (3.4), transformando

os somatórios em integrais, e utilizando as mesmas considerações da Teoria BCS, como

acoplamento fraco e número de part́ıculas (N e Nb) constante próximo ao ńıvel de Fermi,

conseguimos obter as equações seguintes, que nada mais são do que as equações de Gap

do sistema.

• Gap Assimétrico ou inter-banda

f(∆ab, ∆) =
1

gN
=

∫ d3k

4π
√

Bk

.

[(
ω2

1 − γ2
k

2ω1

)
tanh

(
βω1

2

)
−

(
ω2

2 − γ2
k

2ω2

)
tanh

(
βω2

2

)]
.

(3.39)

• Gap Simétrico ou intra-banda

fb(∆ab, ∆) =
1

gbNb

=
∫ d3k

4π
√

Bk

.

[(
ω2

1 − εa2
k

2ω1

)
tanh

(
βω1

2

)
−

(
ω2

2 − εa2
k

2ω2

)
tanh

(
βω2

2

)]
.

(3.40)
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As equações (3.39) e (3.40) são totalmente gerais para qualquer sistema supercondutor

de duas bandas com interações inter e intra-banda e hibridização, na aproximação de

campo médio e no limite de acoplamento fraco.

Nas seções seguintes, trataremos dos casos particulares do sistema onde existem apenas

interações inter-banda ou intra-banda e por fim apresentaremos alguns resultados para o

caso geral com ambas as interações.

3.2 Caso Inter-Banda

Com intuito de analizarmos o que cada tipo de interação acarreta ao sistema iremos

particularizar para o caso apenas com interações inter-banda (supercondutividade as-

simétrica), ou seja, gb = 0 (∆ = 0), que de certa forma é o mais interessante para o nosso

trabalho, pois é a partir desta que as propriedades exóticas do sistema se manifestam.

Na seção seguinte veremos o caso puramente intra-banda. Neste caso o Hamiltoniano,

na aproximação de campo médio, é dado por

H ′ =
∑

kσ

(εa
ka
†
kσakσ + εb

kb
†
kσbkσ)−∆ab

∑

kσ

(a†kσb
†
−k−σ + b−k−σakσ)− ∆2

ab

g

+
∑

kσ

Vk(a
†
kσbkσ + b†kσakσ) (3.41)

onde as definição são as mesmas do ińıcio deste caṕıtulo. Descartaremos o ı́ndice de

spin, pois este não se altera nos espalhamentos gerados por interações inter-banda, não

exercendo papel importante neste caso.

Quando V = 0 este modelo se reduz ao problema estudado por Liu e Wilczek[7] que

apresentamos no caṕıtulo anterior. Neste caso existe um valor cŕıtico ∆c
ab para o parâmetro

de ordem ∆ab = g
∑

kσ〈b−k−σakσ〉, ou alternativamente para a interação atrativa gc, a fim

de sustentar a supercondutividade BCS. A instabilidade da fase BCS para ∆ab < ∆c
ab

é associada a um modo “mole”, transição estrutural do sistema, num vetor de onda kc

(ka
F < kc < kb

F ), o que sugere uma transição para um estado FFLO [6, 5] com vetor de

onda caracteŕıstico k = kc.

Utilizando o mesmo formalismo mostrado na seção anterior, obtemos que as funções

de Green que descrevem o sistema são dados por
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〈〈ak, b−k〉〉 =
∆ab

[
(ω + ε−k )2 − E2

k

]

2π(ω
′2
1 − ω

′2
2 )

.

[
1

2ω
′
1

(
1

(ω + ω
′
1)
− 1

(ω − ω
′
1)

)

+
1

2ω
′
2

(
1

(ω − ω
′
2)
− 1

(ω + ω
′
2)

)]
(3.42)

sendo 



E2
k = ε+2

k + (∆2
ab − V 2)

ε±k =
εa
k±εb

k

2

.

As auto-energias podem ser escritas na forma

ω
′
1 =

√
A
′
k +

√
B
′
k = −ω

′
3 (3.43)

ω
′
2 =

√
A
′
k −

√
B
′
k = −ω

′
4 (3.44)

com

A
′
k =

εa2
k + εb2

k

2
+ (V 2 + ∆2

ab) (3.45)

e

B
′
k =

(
εa2
k − εb2

k

2

)2

+ V 2(εa
k + εb

k)
2 + ∆2

ab(ε
a
k − εb

k)
2 + 4V 2∆2

ab (3.46)

onde foi colocado o ı́ndice linha (’) para não haver confusão com os valores calculados

anteriormente.

Independente de não existirem interações intra-banda explicitamente no sistema, a

hibridização juntamente com a interação g podem gerar uma atração na rede entre as

quase-part́ıculas b. Isso pode ser visto na seguinte função de Green

〈〈bk, b−k〉〉 =
2V ∆abω

2π(ω
′2
1 − ω

′2
2 )

.

[
1

2ω
′
1

(
1

(ω + ω
′
1)
− 1

(ω − ω
′
1)

)

+
1

2ω
′
2

(
1

(ω − ω
′
2)
− 1

(ω + ω
′
2)

)]
. (3.47)

Utilizando o teorema do salto para o cálculo de 〈b−kbk〉 obtemos que esta é identica-

mente nula [4]. Como pode ser constatado no desenvolvimento a seguir

〈b−kbk〉 =
2V ∆ab

2π(ω′21 − ω′22 )

∫
ωdωf(ω)

[
1

2ω′1

(
δ(ω+ω′1)−δ(ω−ω′1)

)
+

1

2ω′2

(
δ(ω−ω′2)−δ(ω+ω′2)

)]

(3.48)
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o que dá

〈b−kbk〉 =
2V ∆ab

2π(ω′21 − ω′22 )

{
1

2ω′1

[
−ω′1

(
f(−ω′1)+f(ω′1)

)]
+

1

2ω′2

[
ω′2

(
f(−ω′2)+f(ω′2)

)]}
(3.49)

como f(ω) + f(−ω) = 1, temos que

〈b−kbk〉 =
2V ∆ab

2π(ω′21 − ω′22 )

{
1

2ω′1
(−ω′1) +

1

2ω′2
(ω′2)

}
= 0 (3.50)

tal fato não ocorreria se a hibridização apresentasse uma dependência qualquer com ω.

Até o momento nossos resultados são gerais, dentro das aproximações feitas e válidos

para qualquer tipo de relação de dispersão das part́ıculas fermiônicas que compõem o

sistema. A partir daqui, e para todo o trabalho, tomaremos o caso particular de bandas

parabólicas εj
k = h̄2k2

2mj
− µj, onde j = a, b [7]. Tomando h̄2

2maµa
= 1 e normalizando as

dispersões originais por µa estas podem ser reescritas como εa
k = k2 − 1 e εb

k = αk2 − µ,

com α = ma

mb
< 1, conforme está ilustrada na figura 3.1.

0

-1

0
kb

F = (  / )1/2ka
F = 1 

 

k

 a
k

 b
k

-

Figura 3.1: Dispersão parabólica das bandas do sistema.

Voltando as relações de dispersão das quase-part́ıculas observamos que, diferentemente

do caso V = 0, não existem valores negativos das energias [7] para qualquer ∆ab 6= 0. No

entanto, a relação de dispersão pode se anular em um ou dois vetores de Fermi espećıficos

[30], onde excitações sem gap aparecem. Estes vetores de onda são determinados por

εa
kε

b
k − (V 2 −∆2

ab) = 0 (3.51)
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para ∆ab ≤ ∆c
ab(V ), sendo

∆c
ab(V ) =

√
∆c2

ab(V = 0) + V 2 (3.52)

com ∆c
ab(V = 0) =

√
α

2
|ka2

F − kb2
F |. Para ∆ab > ∆c

ab(V ) a relação de dispersão é tipo

BCS, com um gap finito constante para as excitações. Mais adiante, ainda nesta seção,

retornaremos a tratar deste assunto porém com enfoque sobre o efeito da hibridização,

que no nosso caso é o parâmetro externo ao qual temos controle.

Utilizando o teorema do salto obtemos da equação (3.42) a função de correlação

〈b−kak〉 =
∆ab

2π(ω′21 − ω′22 )
.

[(
ω′21 −Υ2

k

2ω′1

)
tanh

(
βω′1
2

)
−

(
ω′22 −Υ2

k

2ω′2

)
tanh

(
βω′2
2

)]
(3.53)

sendo β = 1
T

e

Υ2
k = E2

k − ε−2
k = εa

kε
a
k + ∆2

ab − V 2. (3.54)

Substituindo a equação (3.53) em (3.3), e fazendo as mesmas considerações do caso

geral, além de mudar a variável de integração para a energia, obtemos

1

gρ
=

∫ ωD

−ωD

dε

4π
√

B(ε)
.

[(
ω′21 (ε)−Υ2(ε)

2ω′1(ε)

)
tanh

(
βω′1(ε)

2

)
−

(
ω′22 (ε)−Υ2(ε)

2ω′2(ε)

)
tanh

(
βω′2(ε)

2

)]

(3.55)

onde ρ é a densidade de part́ıculas no ńıvel de Fermi, ωD é a energia de Debye (cutoff), εa
k =

ε e εb
k = α+(αε−µ), pois neste caso supomos que o emparelhamento ocorre na superf́ıcie

de Fermi em torno do vetor de Fermi da part́ıcula mais leve a, assim como Wilczek [7]

propõe em seu trabalho, lembrando que ambas as dispersões estão normalizadas por µa.

O lado direito da equação (3.55) nos dá a função de gap f(∆ab, V ) do sistema.

3.2.1 Análise para Temperatura Nula

Primeiro analizaremos o caso inter-banda a temperatura nula [31], obtendo informações

sobre posśıveis transições quânticas presentes no sistema. Assim, a equação (3.55), pode

ser reescrita à temperatura nula de uma forma muito mais simples, como segue

1

gρ
=

∫ ωD

−ωD

dε

4π
√

B(ε)
.

[(
ω′21 (ε)−Υ2(ε)

2ω′1(ε)

)
−

(
ω′22 (ε)−Υ2(ε)

2ω′2(ε)

)]
(3.56)

ou ainda, utilizando o fato de que Υ2 = ω′1ω
′
2 ficaremos

1

gρ
=

1

2π

∫ ωD

−ωD

dε

ω′1(ε) + ω′2(ε)
(3.57)
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A energia média do estado fundamental do sistema é dada por

E(∆ab, V ) =
∑

k

[
ω′1 (∆ab, V, k) + ω′2 (∆ab, V, k)

]
− ∆2

ab

g
(3.58)

Assumindo que todos os estados com energias negativas estão preenchidos, tomamos

para os cálculos numéricos α = ma

mb
= 1/7 e µ = µb

µa
≈ 0.30, dados experimentais como

em Caldas [9] para átomos frios, resultando num ka
F = 1 e kb

F = 1.45. Estes números

também são apropriados para descrever metais de transição (MT) para os quais os valores

t́ıpicos das larguras de banda (µa,b) são alguns elétron-volts, com g e V ambos da ordem

de 10−1eV ou 10−2eV . A razão entre as massas α pode variar da ordem de 10−1 para MT

até 10−3 para férmions pesados (FP)[32]. Porém as propriedades gerais da solução inde-

pendem dos valores particulares dos parâmetros, desta maneira obtemos as propriedades

termodinâmicas.

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
-0,007

-0,006

-0,005

-0,004

-0,003

-0,002

-0,001

V < V2= Vc  , min = 0.289   
V > V2 = Vc , min = 0.0         

E

ab

 V = 0.001
 V

1
 = 0.034

 V = 0.080
 V

2
 = 0.142

 V = 0.135
 V

3
 = 0.289

*
ab

Figura 3.2: Energia do estado fundamental do sistema para interações puramente inter-

banda. Utilizamos um valor fixo da interação g/µa = 30 e diferentes valores de hibri-

dização. A transição de fase de primeira ordem, T = 0, ocorre em V2 = V2/µa, onde as

fases normal e supercondutora tornam-se degeneradas. Entretanto, até V3 = V3/µa a fase

supercondutora existe como um estado metaestável, note que os valores dos parâmetros

apresentados estão normalizados por µa.

Daqui em diante utilizaremos as notações simplificadas Vi, ∆i, g, T para descrever as

grandezas Vi/µa, ∆i/µa, g/µa e kBT/µa, respectivamente.
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Na figura 3.2 mostramos a energia do estado fundamental em função do parâmetro

de ordem para diversos valores da hibridização. Estas curvas nos permitem identificar

três valores caracteŕısticos da hibridização. Inicialmente, V = V1 assinala o aparecimento

de um mı́nimo na origem que coexiste com o mı́nimo absoluto associado ao estado su-

percondutor. A maneira em que a hibridização aumenta, ocorre uma transição de fase

de primeira ordem em V = V2 = Vc ( Vc/µa = 0.142 para os parâmetros utilizados ),

para o qual as energias do estado normal e supercondutor são iguais. Aumentando mais a

hibridização, o estado supercondutor permanece como um estado metaestável até V = V3

onde ele deixa de ser um mı́nimo da energia [33]. Os valores V1, Vc e V3 para um dado

valor de acoplamento constituem um diagrama de fases mostrado na figura 3.3.

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,0 0,3 0,6 0,9 1,2

 V
1

 V
c

 V
3

V

g-1
Normal

GS

SC
+ NormalSC

Figura 3.3: Diagrama de fase g−1×V , normalizado por µa. A sequência de curvas mostra

as diferentes regiões do diagrama de fase e os limites de metaestabilidade, onde as fases

GS e SC+Normal estão descritas no texto.

Vemos claramente na figura 3.3 as zonas onde o sistema apresenta seus diversos com-

portamentos. Como foi explicado anteriormente, para valores V > V3 o sistema está

no estado normal (N) de condutividade. Para Vc < V < V3 temos uma fase normal,

porém com um mı́nimo supercondutor metaestável, o que corresponde a fase sem gap

(GS) [4]. Em V = Vc temos uma transição de fase quântica de 1a ordem no sistema,

para V1 < V < Vc o comportamento se inverte, pois temos uma fase supercondutora
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coexistindo com uma fase normal metaestável (SC + Normal). Finalmente, para V < V1

o estado é supercondutor puro (SC) [33].

Baseado nas informações acima podemos apresentar a relação de dispersão do sistema,

com base nos valores caracteŕısticos (V1, Vc, V3) da hibridização.

-0,6 -0,3 0,0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5
0,0

0,3

0,6

 

1

2

k

 V < V
c

 V = V
c

 V > V
c

Figura 3.4: Relação de dispersão para diferentes valores de hibridização normalizada por

µa.

Na figura 3.4 mostramos como se comporta a relação de dispersão do sistema. Para

valores de hibridização menores que Vc o sistema apresenta uma dispersão caracteŕıstica

de um supercondutor. Assim que a hibridização aumenta e eventualmente esta atinge o

valor cŕıtico Vc aparece um modo mole no sistema (valor nulo para a relação de dispersão,

caracterizando um modo sem gap, GS). Aumentando ainda mais a hibridização o modo

sem gap se desdobra em dois até atingir o valor de V3, a partir dáı o sistema é inteiramente

normal.

Como vemos na figura 3.5 a supercondutividade assimétrica à temperatura nula de-

pende de um valor mı́nimo de interação gc caracteŕıstico para ser observada, mesmo para

V = 0, diferentemente do caso BCS usual simétrico cujo emparelhamento ocorre para uma

interação arbitrariamente pequena. É fácil ver também na figura 3.5 que, a hibridização

age em detrimento da supercondutividade, de tal forma que para pequenos valores de V ,

a aproximação de acoplamento fraco é ainda justificada. Para V 6= 0, a função f(∆ab, V )
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Figura 3.5: Gráfico da função de gap f(∆ab, V )×∆ab para diferentes valores de V , ambos

∆ab e V estão normalizados por µa.

é constante até ∆ab = ∆∗
ab = V , o que nos sugere o ińıcio de um mı́nimo supercondu-

tor antecedendo uma transição de fase de primeira ordem, o que está de acordo com o

observado na figura 3.2.

Além disso, como poderá ser constatado ao fazermos a comparação entre os gráficos

das funções de gap dos casos inter e intra-banda o valor da interação necessária para que

o emparelhamento supercondutor inter-banda ocorra é de duas ordens de grandeza maior

que para o emparelhamento intra-banda, mostrando uma maior facilidade para este tipo

de emparelhamento.

3.2.2 Análise para Temperatura Finita

Analisaremos agora o caso inter-banda com temperatura finita, ou seja, o tratamento

será feito diretamente a partir da equação (3.55).

Neste caso, podemos ver nas figuras 3.6 e 3.7 que a transição de fase que inicialmente

era descont́ınua, de primeira ordem, torna-se cont́ınua, de segunda ordem, conforme a

temperatura aumenta [34], mostrando que a influência térmica destrói qualquer tipo de

caracteŕıstica quântica uma vez existente na transição de fase do sistema.

A figura 3.6 mostra a função de gap inter-banda como uma função do parâmetro de
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Figura 3.6: Gráfico f(∆ab, V ) × ∆ab, para vários valores de T , com V fixo, onde T =

kBT/µa, V = V/µa e ∆ab = ∆ab/µa.

ordem ∆ab para vários valores de temperatura e para um valor fixo da hibridização. Note

que próximo a região onde a transição de fase muda de primeira para segunda ordem,

existe um comportamento reentrante, que pode ser visto mais claramente na figura 3.7.
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Figura 3.7: Gráfico 3D fab = f(∆ab, V, T ) × ∆ab × T , para o valor fixo V = 0.10, todos

normalizados por µa.

Por questão de completeza, apresentamos na figura 3.8 o comportamento da função

de gap do sistema para vários valores de hibridização e um valor fixo, não nulo, de

temperatura. O que nos mostra o comportamento esperado, a hibridização agindo em

detrimento da supercondutividade.
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Figura 3.8: Gráfico f(∆ab, V )×∆ab, para vários valores de V , com T fixo, todos norma-

lizados por µa.

3.3 Caso Intra-Banda

Estudaremos agora, o caso apenas com interações intra-banda (supercondutividade

simétrica usual), logo, g = 0 (∆ab = 0). Este é o caso mais relevante para compos-

tos inter-metálicos, férmions pesados e materiais de alta temperatura cŕıtica (High-Tc)

[28].

O Hamiltoniano do sistema para esse caso é o seguinte,

H ′′ =
∑

kσ

(εa
ka
†
kσakσ + εb

kb
†
kσbkσ)−∆

∑

kσ

(b†kσb
†
−k−σ + b−k−σbkσ)− ∆2

gb

+
∑

kσ

Vk(a
†
kσbkσ + b†kσakσ) (3.59)

onde ∆ está definido na equação (3.4).

Utilizando o método das funções de Green, conseguimos obter de maneira análoga ao

procedimento feito nas seções anteriores as funções de correlação relevantes para o estudo

do sistema. Desta maneira, após algumas manipulações algébricas, obtemos
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〈b−kak〉 =
V ∆

2π(ω′′21 − ω′′22 )

∫
(ω + εa

k)dωf(ω)

[
1

2ω′′1

(
δ(ω + ω′′1)− δ(ω − ω′′1)

)

+
1

2ω2

(
δ(ω − ω′′2)− δ(ω + ω′′2)

)]
(3.60)

o que dá

〈b−kak〉 =
V ∆

2π(ω′′21 − ω′′22 )

{
1

2ω′′1

[
− ω′′1

(
f(−ω′′1) + f(ω′′1)

)
+ εa

k

(
f(−ω′′1)− f(ω′′1)

)]

+
1

2ω′′2

[
ω′′2

(
f(ω′′2) + f(−ω′′2)

)
+ εa

k

(
f(ω′′2)− f(−ω′′2)

)]}
(3.61)

como f(ω) + f(−ω) = 1 e f(−ω)− f(ω) = tanh(βω
2

), temos que

〈b−kak〉 =
V ∆εa

k

2π(ω′′21 − ω′′22 )

{
1

ω′′1
tanh

(
βω′′1
2

)
− 1

ω′′2
tanh

(
βω′′2
2

)}
(3.62)

diferente do caso inter-banda, cuja correlação extra 〈b−kbk〉 sempre se anulava para hi-

bridização constante. No caso intra-banda a correlação 〈b−kak〉 existe e está totalmente

relacionada com a presença da hibridização, se esta for nula a correlação 〈b−kak〉 também

será.

Da mesma forma obtemos para a função de correlação 〈b−kbk〉,

〈b−kbk〉 =
∆

2π(ω′′21 − ω′′22 )
.

[(
ω′′21 − εa2

k

2ω′′1

)
tanh

(
βω′′1
2

)
−

(
ω′′22 − εa2

k

2ω′′2

)
tanh

(
βω′′2
2

)]
(3.63)

com β = 1
T

e

ω′′1 =

√
A′′

k +
√

B′′
k = −ω′′3 (3.64)

ω′′2 =

√
A′′

k −
√

B′′
k = −ω′′4 (3.65)

onde

A′′
k =

εa2
k + εb2

k

2
+ V 2 +

∆2

2
(3.66)

e

B′′
k =

(
εa2
k − εb2

k

2

)2

+ V 2(εa
k + εb

k)
2 +

∆4

4
− ∆2

2
(εa2

k + εb2
k ) + ∆2V 2. (3.67)
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Figura 3.9: Gráfico da razão Ω =
∑
〈b−kak〉∑
〈b−kbk〉 ×

V
Vc

para vários valores de temperatura

normalizadas. Em destaque mostra o comportamento para valores em torno do zero da

razão Ω.

Na figura 3.9 temos Ω =
∑
〈b−kak〉∑
〈b−kbk〉 ×

V
Vc

, de forma que podemos ver que a influência

da correlação assimétrica é mı́nima comparada à simétrica, mesmo para valores de hibri-

dização próximos de Vc.

Aqui, como no caso geral, as relações de dispersão nunca se anulam na fase supercon-

dutora, uma vez que a condição
[
εa
kε

b
k − V 2

]2
+ ∆2εa2

k = 0 (3.68)

não apresenta soluções não-triviais. Portanto, não existe neste caso nenhum modo mole

no sistema, diferentemente do caso inter-banda.

Substituindo a equação (3.63) na equação (3.4), fazendo as manipulações necessárias,

obtemos a equação de gap do sistema,

1

gbρb

=
∫ ωD

−ωD

dε

4π
√

B(ε)
.

[(
α2ω′′21 (ε)− (ε + µ− α)2

2α2ω′′1

)
tanh

(
βω′′1(ε)

2

)

−
(

α2ω′′22 (ε)− (ε + µ− α)2

2α2ω′′2(ε)

)
tanh

(
βω′′2(ε)

2

)]
(3.69)

onde εa
k = ε+µ−α

α
e εb

k = ε, tomado desta forma pois como a interação ocorre na banda b

é de se esperar que o emparelhamento ocorra em torno do vetor de Fermi desta banda,

33



normalizado por µa. O lado direito da equação acima define a função de gap fb(∆, V ) do

sistema.

3.3.1 Análise para Temperatura Nula

No limite de temperatura nula temos que a equação (3.69) pode ser reescrita como

1

gbρb

=
1

4π

∫ ωD

−ωD

dε

ω′′1(ε) + ω′′2(ε)

[
1 +

(ε + µ− α)2

α2
√

Z(ε)

]
(3.70)

onde

Z(ε) =
[
εa
kε

b
k − V 2

]2
+ ∆2εa2

k (3.71)

com εa
k = ε+µ−α

α
e εb

k = ε.

Figura 3.10: Gráfico fb(∆, V )×∆ para os valores de hibridização V = 0.10, 0.12, 0.13, 0.15

vindo de cima para baixo. Em destaque, energia do sistema para V fixo e variando

a interação gb. Apresenta como o mı́nimo de energia do sistema muda continuamente,

caracterizando uma transição de segunda ordem, com os parâmetros normalizados por µa.

Podemos ver na figura 3.10 que, diferentemente do caso inter-banda, o mı́nimo da

energia do estado fundamental varia continuamente de ∆ = 0 à um valor finito assim que

o sistema entra na fase supercondutora [4]. Não existem fases metaestáveis neste caso.

Podemos ver, também, que a equação de gap necessita de um valor espećıfico da interação
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gb, que depende de Vc, para a transição de fase ocorrer. Essa transição ocorre assim que

o parâmetro de ordem ∆ se anula continuamente. Este é um tipo de transição de fase

de segunda ordem caracterizado pelo valor da hibridização que depende da intensidade

da interação atrativa Vc(gb) e é associada a um ponto cŕıtico quântico supercondutor

(SQCP). Este SQCP pode ser alcançado experimentalmente aplicando pressão ao sistema

com intuito de variar o overlap dos orbitais atômicos e consequentemente a hibridização,

assim como, por exemplo, no estudo de materiais tipo férmions-pesados [32]. Outro ponto

importante a ser frisado é que, a supercondutividade devido a interação intra-banda ocorre

com muito mais facilidade do que a inter-banda. Podemos observar claramente nas funções

de gap que a transição do estado normal para o supercondutor no caso intra-banda, ocorre

para valores de interação muito menores do que para o caso inter-banda (ver figuras 3.5

e 3.10 ). Isto nos mostra que a caracterização de uma supercondutividade inter-banda é

bastante complicada. Com a intenção de se observar este fenômeno, deve-se de alguma

forma inibir o caso simétrico.

Determinando Analiticamente Vc

Diretamente da equação (3.70), obtemos numericamente o comportamento de Vc, como

podemos ver na figura 3.11

0 1 2 3
0

1

2

b
g

b

V
c
 / 

D

  = 1.01
  = 5
  = 9

Figura 3.11: Comportamento de Vc obtido numericamente para o caso intra-banda
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Queremos então determinar, pelo menos de maneira aproximada, uma expressão anaĺıtica

para Vc neste caso. Sendo as relações de dispersão dos sistema dadas pelas equações (3.64,

3.65) e a equação de gap dada pela equação (3.70), podemos tentar obter um valor anaĺıtico

para Vc, utilizando-se do fato de que quando V → Vc ⇒ ∆ → 0, assim podemos reescrever

algumas equações da seguinte forma

1

gbρb

=
1

4π

∫ ωD

−ωD

dε

ω′′1 + ω′′2

[
1 +

εa2
k√
Z

]
(3.72)

onde ω′′1,2 =

√
A′′

k ±
√

B′′
k , com

A′′
k =

εa2
k + εb2

k

2
+ V 2

c (3.73)

B′′
k =

(
εa2
k − εb2

k

2

)2

+ V 2
c (εa

k + εb
k)

2 (3.74)

e

Z =
[
εa
kε

b
k − V 2

c

]2
(3.75)

Para a determinação do valor cŕıtico da hibridização, consideraremos o caso particular

de bandas homotéticas, ou seja, podemos escrever εa
k = σεb

k e εb
k = εk = ε. Lembrando que

a equação (3.72) já está escrita em termos da energia, o termo εa2
k é um abuso de notação.

Assim

σ =
1

α
=

mb

ma

> 1 (3.76)

desta forma ficamos com

A′′
k = V 2

c

[
1 +

(1 + σ2)ε2
k

2V 2
c

]
(3.77)

√
B′′

k = (1 + σ) εk Vc

√√√√
[
1 +

(σ − 1)2ε2
k

4V 2
c

]
(3.78)

• Aproximação em primeira ordem de ( εk

Vc
)

Considerando uma aproximação em primeira ordem de ( εk

Vc
), ou seja O

[
( εk

Vc
)2

]
→ 0,

pois Vc é grande o suficiente, comparado à energia da banda, para desordenar o sistema

além de próximo a superf́ıcie de Fermi εk = ε ≈ 0. Podemos reescrever as relações de

dispersão da seguinte forma

ω′′1,2 =

√
A′′

k ±
√

B′′
k ' Vc

[
1± (1 + σ) εk

Vc

]
(3.79)
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assim

ω′′1 + ω′′2 = 2Vc (3.80)

e

Z = V 4
c (3.81)

portanto a equação (3.72) fica

1

gbρb

=
1

4π

∫ ωD

−ωD

dε

2Vc

[
1 +

σ2ε2
k

V 2
c︸ ︷︷ ︸

→0

]
=

1

4π

∫ ωD

−ωD

dε

2Vc

(3.82)

obtendo assim o ponto cŕıtico quântico por

Vc =
ωDgbρb

4π
(3.83)

o que nos dá um crescimento linear de ( Vc

ωD
) com relação à gbρb.

• Aproximação em segunda ordem de ( εk

Vc
)

Tentando agora, para uma ordem superior ao caso anterior, ou seja O
[
( εk

Vc
)3

]
→ 0, a

solução muda totalmente como podemos ver a seguir.

Das equações (3.77, 3.72), obtemos após algumas manipulações algébricas

ω′′1,2 ' Vc

[
1 +

(1 + σ2)ε2
k

2V 2
c

± (1 + σ) εk

Vc

] 1
2

(3.84)

expandido até segunda ordem (1 + x)
1
2 , para x pequeno temos

(1 + x)
1
2 = 1 +

x

2
− x2

8
+ ... (3.85)

sendo

x =
(1 + σ2)ε2

k

2V 2
c

± (1 + σ) εk

Vc

(3.86)

assim sendo

ω′′1,2 ' Vc

[
1 +

(1− σ)2ε2
k

8V 2
c

± (1 + σ) εk

Vc

]
(3.87)

resultando

ω′′1 + ω′′2 = 2Vc

[
1 +

(1− σ)2ε2
k

8V 2
c

]
(3.88)
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e √
Z = V 2

c

(
1− σε2

k

V 2
c

)
(3.89)

desta forma, a equação de gap pode ser escrita como

1

gbρb

=
1

4π

∫ ωD

−ωD

dε

2Vc

[
1 +

(1−σ)2ε2
k

8V 2
c

]
{

1 +
σ2ε2

k

V 2
c

(
1− σε2

k

V 2
c

)
}

(3.90)

arrumando, temos

1

gbρb

=
1

8πVc

∫ ωD

−ωD

dε
1 + σ(σ − 1)( ε

V
)2

1 +
[

1
8
(1− σ)2 − σ

]
( ε

V
)2

(3.91)

que é uma integral conhecida cuja solução é a seguinte:

∫ c

−c

1 + ax2

1 + bx2
dx =

2
[
ac
√

b + (b− a) tanh−1(
√

bc)
]

b
3
2

(3.92)

assim, fazendo a devida mudança de variável e manipulando obtemos

1

gbρb

=
1

4π

{
σ(σ − 1)ωD

Vc

[
1
8
(1− σ)2 − σ

] +

(
1

8
(1−σ)2−σ

)− 1
2

tanh−1

[(
1

8
(1−σ)2−σ

)
ωD

Vc

]}
(3.93)

que é uma equação transcedental em Vc, que nos dá o comportamento para uma apro-

ximação em segunda ordem de ( ε
Vc

)

Depois de obtido os resultados aproximados, apresentamos na figura 3.12 a comparação

com a solução obtida numericamente.
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Figura 3.12: Comportamento de Vc para o caso intra-banda comparando todas as apro-

ximações com o caso numérico.

Podemos ver na figura 3.12, que as aproximações de ordem 1 e 2, descrevem de maneira

satisfatória o comportamento para Vc

ωD
e gbρb pequenos.

3.3.2 Análise para Temperatura Finita

Considerando o caso intra-banda, discutiremos o diagrama de fase na presença de uma

hibridização controlada e temperatura finita [34]. Utilizando a equação (3.40) obtida no

ińıcio deste caṕıtulo e as considerações de que as bandas originalmente são parabólicas

εa
k = k2 − 1 e εb

k = αk2 − µ, já feitas as mesma considerações das seções anteriores,

conseguimos obter o diagrama de fase apresentado na figura 3.13.
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Figura 3.13: Diagrama de fase Tc×V normalizado das temperaturas cŕıticas supercondu-

toras como uma função da hibridização. A transição ao longo da linha cŕıtica é cont́ınua

e Vc é um ponto cŕıtico quântico supercondutor (PCQS). Em destaque, é mostrado o

comportamento de Tc próximo ao PCQS, cujo expoente cŕıtico 1
2

nos mostra o resultado

esperado de um tratamento tipo campo médio.

A figura 3.13 mostra o diagrama de fase Tc × V , com a temperatura cŕıtica expressa

como uma função da hibridização. A linha cŕıtica é uma linha de transição de fase

de segunda ordem. Para os valores de α = 1
7

e µ = 0.30, utilizados na obtenção do

diagrama, observamos que a hibridização inicialmente aumenta a temperatura cŕıtica

antes de destruir a supercondutividade. Uma vez que a transição é continua, existe um

PCQS no valor cŕıtico da hibridização Vc. Para valores de V próximos a Vc, a linha cŕıtica

se anula no PCQS com o comportamento do tipo Tc ∝ |V − Vc|ψ com expoente cŕıtico de

campo-médio ψ = 1
2

como mostrado em destaque na figura 3.13. Além da indicação da

trajetória cŕıtica (V = Vc), ver Apêndice B, para a qual será obtida algumas propriedades

do sistema na fase normal.

Cálculo das Bandas Hı́bridas no Limite sem Supercondutividade

Como já foi calculado para o caso geral, a relação de dispersão do sistema é dada por

ω1,2 =

√
Ak ±

√
Bk (3.94)
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com

Ak =
εa2
k + εb2

k

2
+ ∆2

ab + V 2 +
∆2

2
(3.95)

Bk =

(
εa2
k − εb2

k

2

)2

+ V 2
(
εa
k + εb

k

)2
+ ∆2

ab

(
εa
k − εb

k

)2
(3.96)

+4V 2∆2
ab +

∆4

4
− ∆2

2

(
εa2
k − εb2

k

)
+ ∆2

(
V 2 + ∆2

ab

)

utilizando ∆ = ∆ab = 0, ficamos

Ak =
εa2
k + εb2

k

2
+ V 2 =

(
εa2
k + εb2

k

2

)2

+
1

4

[(
εa
k − εb

k

)2
+ 4V 2

]
(3.97)

e

Bk =

(
εa2
k − εb2

k

2

)2 [(
εa
k − εb

k

)2
+ 4V 2

]
(3.98)

das equações (3.97) e (3.98) obtemos

Ak ±
√

Bk =

[
εa2
k + εb2

k

2
± 1

2

√(
εa
k − εb

k

)2
+ 4V 2

]2

(3.99)

sendo

ω1,2 =
∣∣∣∣ε+

k ±
√

ε−2
k + V 2

∣∣∣∣ (3.100)

onde

ε±k =

(
εa
k ± εb

k

)

2
(3.101)

Determinação dos momentos de Fermi das bandas h́ıbridas do sistema

Para determinarmos os momentos de Fermi das bandas h́ıbridas, basta igualar a relação

de dispersão a zero, ou seja

ω1,2 = ε+
kF
±

√
ε−2
kF

+ V 2 = 0 (3.102)

substituindo os valores de εa
k e εb

k, dados a seguir, na relação de dispersão, fica

εa
k = k2 − 1 (3.103)

εb
k = αk2 − µ
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arrumando

[
α+2 − α−2

]
k4

F +

[
α−µ− − α+µ+

2

]
k2

F +
[
µ+2 − µ−2 + V 2

]
= 0 (3.104)

onde

α± =
1± α

2
(3.105)

µ± =
1± µ

2

dáı

−αk4
F + (α + µ) k2

F +
(
−µ + V 2

)
= 0 (3.106)

resolvendo a equação (3.106) obtemos

k2
F1,2

=
(α + µ)

2α
∓

√√√√
[
(α− µ)

2α

]2

+
V 2

α
(3.107)

Agora, podemos determinar qual é o valor da hibridização V que coloca uma das

bandas h́ıbridas do sistema acima da energia de Fermi ω = 0, que seria equivalente a

esvaziá-la. Para isso, fazemos kF = 0

(α + µ)

2α
=

√√√√
[
(α− µ)

2α

]2

+
V 2

o

α
(3.108)

dáı obtemos

Vo =
√

µ (3.109)

Para o nosso conjunto de parâmetros, Vo = 0.5477, enquanto Vc = 0.3988, ou seja,

Vc < Vo o que implica no fato do sistema mudar de fase antes de uma das bandas esvaziar,

provocando uma transição SC-metal e não SC-isolante diretamente. Para V = Vc, obtemos

kF1 = 0.6097 e kF2 = 1.6517, lembrando que a hibridização está normalizada por µa como

podemos ver na figura 3.14 a seguir
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Figura 3.14: Relação de dispersão das bandas h́ıbridas comparadas as inicialmente não

hibridizadas, grandezas normalizadas por µa.

3.3.3 Cálculo do Calor Espećıfico do Sistema sobre a Trajetória

Cŕıtica

Calcularemos o calor espećıfico sobre a trajetória cŕıtica, como descrito no Apêndice B

e indicada no diagrama Tc × V apresentado na figura 3.13, a partir da energia livre do

sistema.

A energia livre do sistema pode ser obtida em termos das excitações elementares, sendo

dada por

F =
∆2

ab

g
+

∆2

gb

+
∑

k

{
f(ω1, ω2)− T

2

[
ln

(
1 + exp(−ω1

T
)
) (

1 + exp(
ω1

T
)
)

(
1 + exp(−ω2

T
)
) (

1 + exp(
ω1

T
)
)]}

(3.110)

ou ainda

F =
∆2

ab

g
+

∆2

gb

+
∑

k

{
f(ω1, ω2)− T

2

[
ln

[
2

(
1 + cosh

(
ω1

T

))]
+ ln

[
2

(
1 + cosh

(
ω2

T

))]]}

(3.111)

onde ω1,2 são dados pela equação (3.100), f(ω1, ω2) é uma parcela da energia independente

de ∆ e ∆ab, sendo irrelevante para o cálculo do calor espećıfico. A equação (3.111) é geral

para o sistema com ambas as interações, e será particularizada para o caso intra-banda.
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Para determinarmos as funções de gap do sistema devemos minimizar a energia li-

vre em relação a seus parâmetros de ordem. Faremos para o caso assimétrico, ou seja,

minimizaremos em relação à ∆ab, portanto,

∂F

∂∆ab

=
2∆ab

g
+

∑

k



−

T

2




1
T

∂ω1

∂∆ab
sinh

(
ω1

T

)
(
1 + cosh

(
ω1

T

)) +

1
T

∂ω2

∂∆ab
sinh

(
ω2

T

)
(
1 + cosh

(
ω2

T

))





 (3.112)

mas sabendo que sinh(x)
(1+cosh(x))

= tanh
(

x
2

)
, podemos reescrever a equação anterior já igualada

a zero, como

2∆ab

g
=

1

2

∑

k

{[
∂ω1

∂∆ab

tanh
(

ω1

2T

)
+

∂ω2

∂∆ab

tanh
(

ω2

2T

)]}
(3.113)

Determinando agora ∂ωn

∂∆ab
, com n = 1, 2,

∂ωn

∂∆ab

=
∂

∂∆ab

(√
Ak ±

√
Bk

)
=

1

2ωn

(
∂Ak

∂∆ab

± 1

2
√

Bk

∂Bk

∂∆ab

)
(3.114)

sendo
∂Ak

∂∆ab

= 2∆ab (3.115)

∂Bk

∂∆ab

= 2∆ab

[(
εa

k − εb
k

)2
+ 4V 2

]
(3.116)

substituindo na equação (3.114) obtemos

∂ωn

∂∆ab

= 4∆ab

(
ω2

n − E2
)

(3.117)

onde

ω2
n − E2 =

1

2

[((
εa

k − εb
k

)2
+ 4V 2

)
±

√
Bk

]
(3.118)

substituindo a equação (3.117) e (3.113) obtemos

1

g
=

∑

k

2∑

n=1

(−1)n+1

2
√

Bk

[(
ω2

n − E2

2ωn

)
tanh

(
ωn

2T

)]
(3.119)

que é exatamente a função de gap obtida anteriormente pelo método das funções de Green,

nos informando a validade da energia livre utilizada. Conseguimos obter de maneira

análoga a equação de gap para o caso simétrico.
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Calcularemos agora o calor espećıfico do sistema, dado por

CV (V, T ) = −T

(
∂2F

∂T 2

)
(3.120)

derivando uma vez a equação (3.111)

∂F

∂T
= −1

2

∑

k

2∑

n=1

{
ln

[
2

(
1 + cosh

(
ωn

T

))]
− ωn

T
tanh

(
ωn

2T

)}
(3.121)

e derivando novamente, ficamos

∂2F

∂T 2
= −1

2

∑

k

2∑

n=1

ω2
n

2T 3
sech

(
ωn

2T

)
(3.122)

portanto, o calor espećıfico será dado por

CV (V, T ) =
1

4

∑

k

2∑

n=1

ω2
n

T 2
sech

(
ωn

2T

)
(3.123)

ou na forma integral

CV = π
2∑

n=1

1

T 2

∫ KFn

0
ω2

n (k) sech2

(
ωn (k)

2T

)
k2d3k (3.124)

Podemos ver que para T → 0, temos que sech(∞) → 0 , então CV (V, T → 0) = 0,

como previsto pela 3a lei da Termodinâmica.

De maneira similar podemos determinar o calor espećıfico a partir da energia interna

do sistema, que é dada por

E (∆, ∆ab) =
∆2

ab

g
+

∆2

U
+

∑

k

[ω1 (∆ = ∆ab = 0) + ω2 (∆ = ∆ab = 0) (3.125)

− |ω1 (∆, ∆ab)| − |ω2 (∆, ∆ab)|]

para o caso ∆ = ∆ab = 0

E (∆ = ∆ab = 0) =
∑

k

(ω1 + ω2 − |ω1| − |ω2|) (3.126)

=
∑

k

(ω1 + ω2)−
∑

k

(|ω1|+ |ω2|)

=
∑

k≤kF

(ω1 + ω2) +
∑

k>kF

(ω1 + ω2)−
∑

k>kF

(ω1 + ω2) +
∑

k≤kF

(ω1 + ω2)

= 2
∑

k≤kF

(ω1 + ω2)
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portanto, levando em consideração a temperatura,

E = 2
∫ kF1

0
d3kω1 (k) f [ω1 (k) , T ] + 2

∫ kF2

0
d3kω2 (k) f [ω2 (k) , T ] (3.127)

Calculamos então o calor espećıfico diretamente,

Cv =
∂E

∂T
= 2

∫ kF1

0
d3kω1 (k)

∂

∂T
[f (ω1 (k) , T )] + 2

∫ kF2

0
d3kω2 (k)

∂

∂T
[f (ω2 (k) , T )]

(3.128)

derivando

∂

∂T
[f (ωj (k) , T )] =

∂

∂T


 1

exp
(

ωj

T

)
+ 1


 (3.129)

=
∂

∂T

{
1

2

[
1− tanh

(
ωj

2T

)]}

=
ωj

4T 2
sech2

(
ωj

2T

)

assim

Cv = π
2∑

j=1

1

T 2

∫ KFj

0
ω2

j (k) sech2

(
ωj (k)

2T

)
k2d3k (3.130)

que é a mesma expressão obtida derivada da energia livre.

O que nos leva à figura 3.15, que é o gráfico do calor espećıfico ao longo da trajetória

cŕıtica (V = Vc, T ).

Podemos agora, utilizando a expansão de Sommerfeld na ordem mais baixa, determinar

a dependência do coeficiente linear γ do calor espećıfico em relação a temperatura, como

uma função da hibridização V , como segue

E = E0 +
π2

6
(T )2 ρ (µ0) (3.131)

ou seja,

CV =
∂E

∂T
=

π2

3
Tρ (µ0) = γT (3.132)

assim, sabemos como determinar analiticamente o coeficiente do termo linear do calor

espećıfico,

γ =
π2

3
ρ (µ0) (3.133)

bastando determinar a densidade de estados das bandas h́ıbridas no ńıvel de Fermi.
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Figura 3.15: Curva do Calor espećıfico versus a temperatura ao longo da trajetória cŕıtica

(V = Vc, T ), onde T e V estão normalizados por µa.

A densidade de estados é dada de maneira geral para uma distribuição simétrica de

part́ıculas por

ρ (ω) =
Ṽ

(2π)3

4πk2 (ω)∣∣∣∂ω
∂k

∣∣∣
(3.134)

onde Ṽ é o volume do sistema.

Como temos ω1 e ω2, isto implica que temos ρ1 e ρ2, ficando ρ = ρ1+ρ2. Desta maneira

∂ω1,2

∂k
= 2k



α+ ±


 α− (α−k2 − µ−)√

(α−k2 − µ−)2 + V 2






 (3.135)

porém, como queremos ρ (µ0) =⇒ ρ (0), ou seja, a densidade de estados calculada em

ω1,2 = 0 =⇒ k = kF1,2 , ficaremos

ρ1,2 (0) =
Ṽ

2π2

kF1,2∣∣∣∣∣∣∣∣
α+ ±




α−
(

α−k2
F1,2

−µ−
)

√(
α−k2

F1,2
−µ−

)2

+V 2




∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.136)

onde kF1,2 já foram calculados anteriormente na equação (3.107) além de α± e µ± serem

dados pela equação (3.105). Assim, podemos obter o comportamento de γ (V ).
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Figura 3.16: Coeficiente da dependência linear com a temperatura da contribuição

eletrônica do calor espećıfico na fase normal como uma função da hibridização. Mostramos

valores notáveis da hibridização como: Vc hibridização cŕıtica; Vmax valor de hibridização

para o qual Tc é máximo na figura 3.13; V0 =
√

µ onde uma das bandas h́ıbridas fica to-

talmente acima do ńıvel de Fermi causando uma descontinuidade em γ. Todos os valores

de hibridização estão normalizados por µa.

A figura 3.16 mostra os valores de γ sobre a transição supercondutora como uma função

da hibridização ao longo da linha cŕıtica. É interessante comparar esta com a figura 3.13.

Notamos que o valor máximo de Tc ocorre na região do diagrama de fases onde γ cresce

com a hibridização V . No valor cŕıtico da hibridização, o coeficente γ está passando por

um largo máximo. Uma vez que γ é finito para V > Vc, o PCQS em Vc está associado com

uma transição supercondutor-metal normal. Sendo γ proporcional à densidade total de

part́ıculas no ńıvel de Fermi, a figura 3.16 nos ajuda a compreender o crescimento inicial

de Tc com a hibridização mostrada na figura 3.13. O calor espećıfico aqui determinado foi

obtido na fase normal e é devido apenas a contribuição das part́ıculas desemparelhadas

das bandas h́ıbridas.

Como foi observado anteriormente, o aumento de Tc para pequenos valores de V é

consistente com o comportamento de γ mostrado na figura 3.16. É interessante, no en-

tanto, que a supercondutividade é destrúıda enquanto ambas as bandas ainda contribuem
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para a densidade de estados no ńıvel de Fermi, mostrando que estamos tratando com

uma transição de supercondutor para metal normal e não para um estado semicondutor

ou isolante.

Pode-se mostrar facilmente que k2
F2
− k2

F1
= 2

√[
(α−µ)

2α

]2
+ V 2

α
. Desta expressão pode-

mos observar como que a hibridização aumenta o mismatch δkF = |kF1 − kF2| entre os

vetores de Fermi das bandas h́ıbridas. Como já mostrado por Caldas [9], isso pode vir a

causar instabilidades supercondutoras às quais, no entanto, sempre ocorrem descontinua-

mente através de uma transição de fase de primeira ordem. Neste nosso caso a transição

supercondutor-normal à T = 0 é cont́ınua e associada a um PCQS.

Fica claro que em sistemas multibandas a hibridização pode estar presente mesmo

à pressão nula. O ponto chave é que esta pode ser controlada pela pressão aplicada,

por forças externas ou por dopagem. Constitui, portanto, um parâmetro de controle nos

dando oportunidade para observarmos os efeitos apresentados neste trabalho.

3.4 Caso Geral

Para o caso geral nos limitaremos ao estudo do grau das transições de fase do sis-

tema. Analisando separadamente cada função de gap do sistema tentaremos entender seu

comportamento diante da competição entre os dois parâmetros de ordem.

Utilizando as equações originais (3.39) e (3.40) obtidas no fim da primeira seção deste

caṕıtulo, no limite de temperatura nula obtemos o seguinte:
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Figura 3.17: Gráfico 3D de f(∆ab, ∆)×∆ab×∆ para o valor fixo de hibridização V = 0.15.

Relembrando que todos os parâmetros estão normalizados por µa.

Na figura 3.17 podemos observar que o comportamento caracteŕıstico de uma transição

de fase de primeira ordem, que ocorre em um valor não nulo do parâmetro de ordem, para

a função de gap assimétrica (figura 3.5) vai sendo destrúıda conforme a relação entre ∆ e

∆ab aumenta mostrando uma mudança na ordem da transição de fase.
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Figura 3.18: Gráfico 3D de fb(∆ab, ∆)×∆ab×∆ para o valor fixo de hibridização V = 0.15.

Todos os parâmetros estão normalizados por µa.

Na figura 3.18 observamos que o comportamento continua caracteŕıstico de segunda

ordem, ocorre a transição quando o parâmetro de ordem se anula, tendo valores bem

elevados no limite ∆ab ' V e ∆ → 0, fora deste limite o gap assimétrico pouco influi na

função de gap usual.

Podemos concluir então, que para o caso geral as transições de fase do sistema pos-

suem caracteŕısticas de segunda ordem, uma vez que para temperatura finita já tinhamos

observado que o mesmo ocorre. Ficando bem claro que o domı́nio sobre o comportamento

do sistema fica a cargo do emparelhamento simétrico que é muito mais robusto do que o

assimétrico, como já haviamos comentado anteriormente.
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Caṕıtulo 4

Fase Supercondutora Inomogênea

Induzida por Hibridização

Como foi comentado nos caṕıtulos 2 e 3 em sistemas metálicos multibandas, como com-

postos intermetálicos e férmions-pesados, elétrons vindos de diferentes orbitais coexistem

em torno de uma mesma superf́ıcie de Fermi [18, 19], uma vez que estes elétrons pos-

suem diferentes massas efetivas ou ocorrem em diferentes números por átomo e existe

uma separação natural dos vetores de onda de Fermi destas quase-part́ıculas. Como con-

sequência, é de se esperar que se possa encontrar a f́ısica associada à supercondutividade

assimétrica nestes sistemas, mesmo na ausência de um campo magnético externo. Nestes

materiais, as funções de onda dos elétrons em diferentes orbitais hibridizam devido ao seu

cruzamento (overlap). Em particular, a separação dos vetores de onda de Fermi são afeta-

das pela hibridização [28]. Foi mostrado em supercondutores multibandas que esta exerce

um papel similar ao de um campo magnético externo no estudo da fase FFLO. Porém,

neste caso apresenta a vantagem de que, a pressão que induz a fase FFLO não compete

com os efeitos orbitais, o que ocorre quando se aplica um campo magnético externo em

um supercondutor.

No Caṕıtulo 3, foi investigado a supercondutividade assimétrica em sistemas metálicos

multibandas na presença de interações intra e inter-banda [4]. Foram analisados diferentes

tipos de estados fundamentais homogêneos, os quais aparecem conforme a hibridização

muda. No caso inter-banda, mostramos que quando a hibridização aumenta existe uma

transição de fase de primeira ordem do estado BCS [10] para os estado normal. Entre
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estes estados, existe uma fase metaestável sem gap com similaridades a fase de Sarma

[14], a qual voltou a ser interesse de estudo nos últimos anos [2, 9]. A instabilidade

do estado BCS está relacionada ao aparecimento de um modo mole em um vetor de

onda caracteŕıstico [4, 9]. Isso sugere que um estado fundamental alternativo gerado pelo

aumento da hibridização seja um supercondutor inomogêneo tipo FFLO.

Neste caṕıtulo, consideraremos um sistema metálico de duas bandas, com interações

puramente inter-banda, na presença de hibridização e com emparelhamento das quase-

part́ıculas tendo momento resultante iqual a q [35]. Desta forma, o Hamiltoniano efetivo

é dado por:

Heff =
∑

kσ

(εa
ka
†
kak+εb

kb
†
kbk)+

∑

k

(∆qa
†
k+ q

2
b†−k+ q

2
+∆∗

qb−k+ q
2
ak+ q

2
)+

∑

k

Vk(a
†
k+ q

2
bk+ q

2
+b†k+ q

2
ak+ q

2
)

(4.1)

onde o parâmetro de ordem supercondutor inomogêneo agora é expresso por

∆q = −g
∑

k

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 (4.2)

com g o parâmetro de interação atrativa. As dispersões eletrônicas são dadas por

εa
k = k2 − µa (4.3)

εb
k = αk2 − µb (4.4)

onde α = ma

mb
< 1 é a razão entre as massas.

A fim de obtermos a função de correlação da equação (4.2), utilizaremos mais uma

vez o método das funções de Green, descrito no Apêndice A, como foi feito no caṕıtulo

anterior. Portanto,

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 =

∫
dωf(ω)Im

[
〈〈ak+ q

2
, b−k+ q

2
〉〉

]
(4.5)

onde f(ω) é a função de Fermi.

A equação de movimento do propagador 〈〈ak+ q
2
b−k+ q

2
〉〉 é dada por,

ω〈〈ak+ q
2
, b−k+ q

2
〉〉 = 〈〈[ak+ q

2
, Heff ], b−k+ q

2
]〉〉+

1

2π
〈{ak+ q

2
, b−k+ q

2
}〉. (4.6)

Desenvolvendo os cálculos de maneira análoga aos feitos no caṕıtulo anterior, con-

seguimos obter o sistema de equações, em forma matricial, que descreve o problema de

interesse, ou seja
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(ω − εa
k+ q

2
) −∆q −Vk 0

−∆∗
q (ω + εb

−k+ q
2
) 0 V−k

−Vk 0 (ω − εb
k+ q

2
) ∆q

0 V−k ∆∗
q x(ω + εa

−k+ q
2
)




.




〈〈ak+ q
2
, b−k+ q

2
〉〉

〈〈b†−k+ q
2
, b−k+ q

2
〉〉

〈〈bk+ q
2
, b−k+ q

2
〉〉

〈〈a†−k+ q
2
, b−k+ q

2
〉〉




=




0
1
2π

0

0




.

Após algumas manipulações, conseguimos obter

〈〈ak+ q
2
, b−k+ q

2
〉〉 =

Wab(ω)

W (ω)
(4.7)

onde

Wab(ω) =
∆q

2π

[
(ω + εb

k+ q
2
)(ω + εa

−k+ q
2
)− (|∆q|2 − V 2

k )
]

(4.8)

e

W (ω) = (V 2
k − |∆q|2)2 + (ω − εa

k+ q
2
)(ω + εb

−k+ q
2
)(ω − εb

k+ q
2
)(ω + εa

−k+ q
2
)

−V 2
k [(ω + εa

−k+ q
2
)(ω + εb

−k+ q
2
) + (ω − εa

k+ q
2
)(ω − εb

k+ q
2
)]

−|∆q|2k[(ω + εa
−k+ q

2
)(ω − εb

k+ q
2
) + (ω + εb

−k+ q
2
)(ω − εa

k+ q
2
)]. (4.9)

Os pólos da função de Green, W (ω) = 0, na equação (4.9) nos dão as excitações do

sistema. Substituindo as relações de dispersão das bandas

εa
±k+ q

2
= k2 +

q2

4
±−→k .−→q − µa (4.10)

εb
±k+ q

2
= αk2 + α

q2

4
± α

−→
k .−→q − µb (4.11)

na equação (4.9), obtemos uma equação completa de quarto grau para a energia ω das

excitações,

W (ω) = ω4 + bω3 + cω2 + dω + e = 0 (4.12)

onde
b = −2vF qX(1 + α)

c = −
[
εa2
k + εb2

k + 2(V 2
k + |∆q|2)

]

d = 2vF qX
[
εb2
k + αεa2

k + (1 + α)(V 2
k + |∆q|2)

]

e =
[
εa
kε

b
k − (V 2

k − |∆q|2)
]2

X =
−→
k .
−→q

kq
= cos θ
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com vF sendo a velocidade de Fermi, onde também foram desprezados os termos de ordem

O(q2), como feito no tratamento FFLO original.

Com a intenção de resolver está equação, introduzimos a seguinte mudança de variável,

ω → u− b

4
= u + vF q

(1 + α)

2
cos θ (4.13)

a qual nos leva a uma forma deprimida da equação de quarto grau

u4 + βu2 + γu + λ = 0 (4.14)

onde

β =
−3b2

8
+ c = −2(V 2

k + |∆q|2)− (εa2
k + εb2

k )

γ = b3

8
− bc

2
+ d = −qvF (1− α)(εa2

k − εb2
k ) cos θ

λ = −3b4

256
+ cb2

16
− bd

4
+ e = (εa

kε
b
k − V 2

k + |∆q|2)2

todos lineares em q.

Pode-se observar que para o caso V = 0, α = 1 e εa
k = εb

k, a equação de quarta ordem

se reduz ao produto de duas equações de segunda ordem idênticas. Cujas ráızes, nos dão

as excitações obtidas no problema FFLO usual [3, 16].

Porém, a equação acima continua bastante complicada de se tratar analiticamente.

Isto se deve às diferentes massas das quase-part́ıculas (α 6= 1) que de maneira conjunta

com a mistura entre elas tem um efeito desestabilizante muito forte no estado FFLO.

Uma vez que os efeitos da hibridização agem mais fortemente no ponto de cruzamento

das bandas no espaço-k, isto é, εa
kc

= εb
kc

, podemos progredir analiticamente assumindo o

caso de bandas homotéticas, isto é, tomando εb
k = αεa

k, e εa
k = εk. Assim, as bandas se

cruzam exatamente em εi
k = 0. Além disso, consideraremos as massas quase idênticas,

ou seja, α = 1 − ε, onde ε → 0, o que nos leva a desprezar os termos O(ε2). Neste caso,

podemos achar a solução da equação (4.14), que é a seguinte:

u1,2 =

√
Ãk ±

√
B̃k (4.15)

onde

Ãk = (1− ε)ε2
k + V 2 + ∆2

q (4.16)

e

B̃k = 4V 2[(1− ε)ε2
k + ∆2

q] (4.17)
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que simplificando nos dá

u1,2 = ξk ± V (4.18)

onde

ξk =
√

(1− ε)ε2
k + ∆2

q (4.19)

Assim, voltando à variável original ω pela equação (4.13), obtemos as energias de

excitação, que neste caso são dadas por

ω±1,2 = u±1,2 + δµ (4.20)

com

δµ = − b

4
= vF q

(1 + α)

2
cos θ (4.21)

e

u±1,2 = ±u1,2. (4.22)

Podemos então calcular a função de correlação dada pela equação (4.5)

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 =

∫
dωf(ω)Im

[
Wab(ω)

W (ω)

]
. (4.23)

Fazendo uma mudança de variável na integral, do tipo ω → ω + δµ ⇒ dω → dω,

podemos reescrever a equação (4.24) como segue

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 =

∫
dωf(ω + δµ)Wab(ω + δµ)Im

[
1

W (ω + δµ)

]
(4.24)

desta forma, reescrevemos W (ω) como

W (ω + δµ) = (ω2 − u2
1)(ω

2 − u2
2). (4.25)

Finalmente, obtemos

1

W (ω + δµ)
=

1

8V ξk

{
1

u1

[
1

ω − u1

− 1

ω + u1

]
− 1

u2

[
1

ω − u2

− 1

ω + u2

]}
. (4.26)

Prosseguindo, desenvolveremos Wab(ω). Da equação (4.8) conseguimos obter, depois

de algumas manipulações algébricas, a expressão

Wab(ω + δµ) =
∆q

2π

[
ω2 − αε2

k −∆2
q + V 2 + (1− α)ωεk + (1 + α)(ω + εk)

−→
k .−→q

]
. (4.27)
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De posse das equações (4.24, 4.26, 4.27), conseguimos obter após utilizar o teorema do

salto e algumas manipulações, como mostrado no Apêndice A, que a função de correlação

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 pode ser escrita como

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 = Gk(δµ) =

1

2π

(
G1

k(δµ) + G2
k(δµ) + G3

k(δµ)
)

(4.28)

sendo

G1
k(δµ) =

∆q

4ξk

{
2−∑

σ

[f(E1
kσ) + f(E2

kσ)]

}
, (4.29)

G2
k(δµ) =

−∆q[(1− α)εk + 2α
−→
k .−→q ]

8V ξk

{ ∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+) + f(Ej

k−)]

}
(4.30)

e

G3
k(δµ) =

∆q(1 + α)εk

8ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q

{
2 +

∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+)− f(Ej

k−)]

}
(4.31)

com E1
kσ = ξk +σ(V +δµ) e E2

kσ = ξk +σ(V −δµ) com σ = ±1. Consistentemente, despre-

zamos os termos de ordem O(q2) e O(ε2). O desenvolvimento desses cálculos encontra-se

no Apêndice D.

4.1 Análise para Temperatura Nula

Quando calculamos a equação de gap à temperatura nula, a função de Fermi pode ser

expressa em termos da função degrau θ, o que impõe algumas restrições na soma sobre
−→
k .

lim
T→0

f(ω) = θ(−ω) = 1− θ(ω) (4.32)

onde

θ(ω) =





1, ω > 0

0, ω < 0
.

Quando as somas são realizadas e a integração angular tomada, a única contribuição

que sobra é a que vem da equação (4.29), cálculos no Apêndice D.

Desta forma, substituindo (4.29) na equação (4.2), obtemos

∆q = g
∑

k

∆q

4ξk

{
2−∑

σ

[θ(−E1
kσ) + θ(−E2

kσ)]

}
(4.33)
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arrumando e escrevendo na forma integral temos

−1 +
g

2

∫ d3k

(2π)3

1

ξk

=
g

4

∫ d3k

(2π)3

1

ξk

{∑
σ

[θ(−E1
kσ) + θ(−E2

kσ)]

}
(4.34)

para resolvermos esse problema, podemos utilizar a equação de gap da teoria BCS, como

segue

−1 +
g

2

∫ d3k

(2π)3

1

ξ(∆0)
= 0 (4.35)

subtraindo a equação (4.35) do termo à esquerda da equação (4.34), temos

−1 +
g

2

∫ d3k

(2π)3

1

ξk

−
[
−1 +

g

2

∫ d3k

(2π)3

1

ξ(∆0)

]

︸ ︷︷ ︸
=0

=
g

2

∫ d3k

(2π)3

[
1

ξk

− 1

ξ(∆0)

]
(4.36)

ou ainda

g

2

∫ d3k

(2π)3

[
1

ξk

− 1

ξ(∆0)

]
=

g

2

∫ d3k

(2π)3


 1√

αε2
k + ∆2

q

− 1√
αε2

k + ∆2
0


 . (4.37)

Fazendo a mudança de integração de momento para energia

∫ d3k

(2π)3
φ(k) →

∫
ρ(ε)φ(ε)dε (4.38)

definindo a função L

L =
∫ ωD

−ωD

ρ(ε)dε√
αε2

k + ∆2
' ρ

∫ vF δ

0

dε√
αε2

k + ∆2
(4.39)

onde foi tomada a integral próxima ao ńıvel de Fermi, sendo, portanto, ρ constante nessa

região. Introduzimos um cut − off ωD tal que, ωD = vF δ, com vF sendo a velocidae de

Fermi.

Fazendo uma mudança de variável do tipo y2 = αε2, conseguimos reescrever a equação

(4.38) como

L =
ρ√
α

∫ √
αvF δ

0

dy√
y2 + ∆2

=
ρ√
α

sinh−1

(√
αvF δ

∆

)
(4.40)

no limite de acoplamento fraco, limx→∞ sinh−1(x) = ln(x), resultando

L =
ρ√
α

ln

(√
αvF δ

∆

)
(4.41)
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utilizando o resultado da equação (4.41) nas integrais da equação (4.37) obtemos,

−1 +
g

2

∫ d3k

(2π)3

1

ξk

=
gρ

2
√

α
ln

(
∆0

∆q

)
(4.42)

Substituindo a equação (4.42) na (4.34) teremos

gρ

2
√

α
ln

(
∆0

∆q

)
=

g

4

∫ d3k

(2π)3

1

ξk

{∑
σ

[
θ(−E1

kσ) + θ(−E2
kσ)

]}
. (4.43)

Calcularemos agora, o lado direito desta equação. Considerando, inicialmente, apenas

a integral em θ(−E1
kσ) que está no lado direito da equação (4.43), temos

R1σ =
g

4

∫ d3k

(2π)3

1

ξk

θ(−E1
kσ) (4.44)

pela definição da função degrau, E1
kσ = ξk + σ(V + δµ) < 0 ⇒ ξk < −σ(V + δµ), mas

sendo
√

αε2
k + ∆2

q < −σ(V + δµ), temos que εk <

√
1
α

[
(V + δµ)2 −∆2

q

]
= xo. Assim

R1σ =
g

4

1

(2π)3

∫
dΩ

∫ k2
F dk√

αε2
k + ∆2

q

(4.45)

descriminando a integral no ângulo sólido e fazendo a mudança de variável x = εk, ficamos

com a equação a seguir

R1σ =
2g

4vF

k2
F

(2π)3

∫
dΩ

∫ xo

0

dx√
αx2 + ∆2

q

. (4.46)

Fazendo uma nova mudança de variável, y2 = αx2, ficaremos

R1σ =
2g

4vF

k2
F

(2π)3
√

α

∫
dΩ

∫ √
αxo

0

dy√
y2 + ∆2

q

(4.47)

que é a mesma integral calculada anteriormente, ou seja,

R1σ =
gρ

4
√

α

∫ dΩ

4π
sinh−1




√
(V + δµ)2 −∆2

q

∆q


 . (4.48)

Analogamente para θ(−E2
kσ), obtemos

R2σ =
gρ

4
√

α

∫ dΩ

4π
sinh−1




√
(V − δµ)2 −∆2

q

∆q


 (4.49)
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e de maneira geral podemos escrever a expressão para o lado direito da equação (4.43)

como

R =
gρ

4
√

α

∑
σ

∫ dΩ

4π
sinh−1




√
(V + σδµ)2 −∆2

q

∆q


 . (4.50)

Como podemos ver, a equação (4.50) apresenta soluções reais apenas para (V +σδµ)2 >

∆2
q, sendo δµ = v∗F q cos θ e v∗F = vF (1+α)

2
.

Desenvolvendo separadamente, temos que da equação (4.48) para σ = 1 ficamos

R1 =
gρ

4
√

α
2π

∫ π

0
dθ sin θ sinh−1




√
(V + v∗F q cos θ)2 −∆2

q

∆q


 (4.51)

fazendo a mudança de variável z = −v∗F q cos θ, podemos reescrever a equação (4.51) na

forma

R1 =
gρ

4
√

α

1

2v∗F q

∫ v∗F q

−v∗F q
dz sinh−1




√
(V − z)2 −∆2

q

∆q


 (4.52)

analogamente para σ = −1

R2 =
gρ

4
√

α

1

2v∗F q

∫ v∗F q

−v∗F q
dz sinh−1




√
(V + z)2 −∆2

q

∆q


 . (4.53)

A fim de resolvermos as integrais, fazemos uma outra mudança de variável V − z =

∆q cosh Ψ, assim

R1 = − gρ

4
√

α

∆q

2v∗F q

∫ Ψ2

Ψ1

Ψ sinh ΨdΨ. (4.54)

Resolvendo as integrais (4.53) e (4.54) obtemos

R1 = − gρ

4
√

α

∆q

2v∗F q
[G(Ψ2)−G(Ψ1)]. (4.55)

e

R2 =
gρ

4
√

α

∆q

2v∗F q
[G(Ψ1)−G(Ψ2)] (4.56)

sendo

Ψ1,2 = cosh−1

(
V ± v∗F q

∆q

)
(4.57)

com

G(Ψ) =





Ψ cosh Ψ−
√

Ψ2 − 1 , |Ψ| > 1

0 , |Ψ| ≤ 1

−G(−Ψ) , Ψ < 0
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o que resulta em

R = R1 + R2 =
gρ

4
√

α

∆q

v∗F q

[
G

(
V + v∗F q

∆q

)
−G

(
V − v∗F q

∆q

)]
. (4.58)

Utilizando a definição de G(Ψ), obtemos

R =
gρ

4
√

α

∆q

v∗F q

[
G

(
v∗F q + V

∆q

)
+ G

(
v∗F q − V

∆q

)]
. (4.59)

Finalmente, obtemos substituindo a equação (4.58) na (4.43) a equação de gap do

sistema com solução real para temperatura nula que é dada por:

gρ

2
√

α
ln

(
∆0

∆q

)
=

gρ

4
√

α

∆q

v∗F q

[
G

(
v∗F q + V

∆q

)
+ G

(
v∗F q − V

∆q

)]
(4.60)

ou

ln

(
∆0

∆q

)
=

∆q

2v∗F q

[
G

(
v∗F q + V

∆q

)
+ G

(
v∗F q − V

∆q

)]
. (4.61)

Note que na equação (4.61), a dependência em α não existe mais explicitamente,

aparencendo apenas, pelo menos neste caso α ' 1, na normalização da velocidade de

Fermi.

Para o estado FFLO ser solução é necessário que Ψ2 − 1 > 0 ⇒
(

v∗F q±V

∆q

)2
> 1, que

pode ser escrito como q =
v∗F q

V
> 1, sendo q o vetor de onda reduzido.

Analizando para o caso G(|Ψ| ≤ 1) = 0, temos da equação (4.61) que

ln

(
∆0

∆q

)
= 0 ⇒ ∆q = ∆0 (4.62)

o que implica em
v∗F q±V

∆0
≤ 1, que para o limite de igualdade, nos dá

v∗F q ± Ṽ1

∆0

= 1 ⇒ Ṽ1(q) =
∆0

q + 1
(4.63)

como podemos ver, para a solução V < Ṽ1(q) sempre ∆q = ∆0, ou seja, obtemos o estado

BCS. Portanto, a condição necessária para o estado FFLO é V > Ṽ1(q).

Podemos determinar agora, o valor cŕıtico superior da hibridização para o qual o estado

FFLO deixa de existir. Ou seja, determinaremos qual é o valor da hibridização Ṽ2(q), ao

qual abaixo deste o estado FFLO pode ser uma solução da equação de gap (4.61). Para

tanto, calcularemos o limite da equação (4.61) para ∆q → 0 ⇒ V = Ṽ2(q).
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Definindo

Γ(y) = G

(
a + b

y

)
+ G

(
a− b

y

)
(4.64)

onde G(Ψ) foi definida anteriormente, podemos expandir Γ(y) para y → 0, o que resulta

Γ(y) =
1

2a

{
−2a + a ln

[
4(a2 − b2)

y2

]
+ b ln

[
a + b

a− b

]}
. (4.65)

Subtituindo a equação (4.65) em (4.61), onde a = v∗F q, b = V e y = ∆q e manipulando

a solução neste limite, encontramos

Ṽ2(q) =
∆0e

2(q + 1)

∣∣∣∣∣
q + 1

q − 1

∣∣∣∣∣

q−1
2q

(4.66)
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Figura 4.1: Diagrama Ṽ1 (vermelho) e Ṽ2 (azul) como função do vetor de onda reduzido.

Na figura 4.1 vemos o comportamento de Ṽ1(q) e Ṽ2(q) como uma função do vetor de

onda reduzido. Ficando claro que a existência de um intervalo de valores da hibridização

Ṽ1(q) < V < Ṽ2(q) para o qual a fase FFLO pode existir, é nesta condição que o valor

de q é aproximadamente o valor kc, devidamente normalizado, que amolece o sistema no

caso inter-banda tratado no caṕıtulo 3. O valor máximo de Ṽ2 ocorre para q = qc ' 1.2,

o qual substituindo na equação (4.66) nos dá Vc = Ṽ2(qc) ' 0.75∆0. Este valor de q é o

que minimiza a energia livre no intervalo de estabilidade da fase FFLO [3, 16].
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O valor Ṽ1(q) delimita o região de estabilidade da fase FFLO. O verdadeiro valor de

hibridização pelo qual a transição de fase de primeira ordem ocorre é obtido considerando

a energia dos estados relacionados. O argumento é similar ao de Chandrasekhar e Clogston

[15] para obtenção do campo cŕıtico em supercondutores BCS. Considerando as bandas

h́ıbridas, no limite em que a diferença entre as massas das bandas é muito pequena,

podemos mostrar facilmente que a relação de dispersão é dada por ω1,2 = (1+α
2

)εk ± V .

Em contrapartida, a energia de condensação para sistemas de massas diferentes foi obtido

por Wu [36]. Essa é similar à de um sistema com part́ıculas idênticas, porém trocando

a massa m por 2mr, onde a massa reduzida é mr = mamb

ma+mb
= ma

1+α
na nossa notação.

O potencial qúımico é também modificado e dado por µ∗ = µa+µb

2
= (1+α

2
)µa. Então a

dispersão efetiva das part́ıculas é ε∗k = (1+α
2

)εk.

Comparando a energia de condensação das quase-part́ıculas, Ec = 1
2
ρ∗∆2

0, com a

energia associada à hibridização, EV = ρ∗V 2, obtemos o valor da hibridização para o qual

acima deste a supercondutividade BCS se torna instável.

Ec = EV ⇒ 1

2
ρ∗∆2

0 = ρ∗V 2
t (4.67)

ou seja

Vt =
∆0√

2
' 0.71∆0 (4.68)

nestas expressões, ρ∗ é a densidade de estados no ńıvel de Fermi das part́ıculas com

dispersão ε∗k = (1+α
2

)εk.

Consequentemente, existe uma janela de valores para a hibridização, 0.71∆0 < V <

0.75∆0 para o qual podemos esperar que a fase FFLO ocorra. Como já comentamos, Vt

é o ponto de transição onde ocorre uma transição de fase de primeira ordem do estado

BCS para o FFLO e Vc é o ponto cŕıtico quântico (pois estamos em temperatura nula)

onde ocorre uma transição de fase de segunda ordem do estado FFLO para o normal. As

regiões descritas podem ser representadas de maneira esquemática pela figura 4.2.

Nosso resultado, apresenta similaridades ao caso supercondutor FFLO usual na pre-

sença de um campo magnético externo. Isso pôde ser antecipado pela forma da relação de

dispersão dada na equação (4.18), onde V entra formalmente como um campo magnético

externo. No entanto, a analogia com o estado FFLO usual se limita a isso. As funções

de Green no presente caso possuem quatro pólos, no lugar de dois e o numerador da

equação (4.24) é muito mais complexo além de incluir uma dependência angular. Ana-

lisando diretamente o Hamiltoniano, equação (4.1), V mistura diferentes estados e deste
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Figura 4.2: Representação esquemática do domı́nio de cada fase do sistema.

ponto de vista, este atua como um campo transverso e não como um campo longitudinal

polarizador. O último apenas faz uma redistribuição dos estados enquanto o anterior

muda a natureza do estado quântico. Do ponto de vista experimental, a existência de um

estado FFLO deste tipo se mostra bastante interessante, pois, diferentemente do campo

magnético que se acopla facilmente à diferentes parâmetros do sistema podendo ter seu

efeito mascarado, por exemplo criando vórtices, a hibridização entra de maneira limpa

não afetando sistemas que apresentam efeitos de spin-órbita por exemplo, deixando sua

detecção muito mais simples e clara.

4.2 Análise para Temperatura Finita

Depois de feita a análise para o limite de temperatura nula, nada mais natural do que

estendermos o problema para o caso de temperatura finita a fim de obtermos o diagrama

de fases completo do sistema. A equação (4.28) obtida anteriormente e substitúıda na

equação (4.2) é a função de gap geral para o caso FFLO dependente da temperatura, ou

seja,

∆q = −g
∑

k

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 (4.69)

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 = Gk(δµ) = G1

k(δµ) + G2
k(δµ) + G3

k(δµ) (4.70)

onde

G1
k(δµ) =

∆q

4ξk

{
2−∑

σ

[f(E1
kσ) + f(E2

kσ)]

}
, (4.71)
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G2
k(δµ) =

−∆q[(1− α)εk + 2α
−→
k .−→q ]

8V ξk

{ ∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+) + f(Ej

k−)]

}
(4.72)

e

G3
k(δµ) =

∆q(1 + α)εk

8ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q

{
2 +

∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+)− f(Ej

k−)]

}
(4.73)

onde E1
kσ = ξk + σ(V + δµ) e E2

kσ = ξk + σ(V − δµ) com σ = ±.

Como pode ser visto, a equação de gap é muito complicada para ser tratada analiti-

camente. Porém, como estamos interessados no diagrama de fases do sistema, estaremos

na região onde o parâmetro de ordem se anula. Podemos então desta forma, fazer uma

expansão de Ginzburg-Landau para energia livre e equação de gap em potências do gap

do sistema.

Como sabemos do estudo para o caso de temperatura nula, existem pontos de transição

de primeira e segunda ordem, isso nos indica a posśıvel existência de um ponto multicŕıtico

no sistema. Na intenção de obtermos uma análise completa é necessária uma expansão

até oitava ordem no gap, pois um ponto multicŕıtico nestas condições é caracterizado

por anular simultaneamente os coeficientes de ∆2 e ∆4 na expansão da energia livre, o

que nos leva à explicação do porque expandir até sexta ordem no gap. Por questões de

estabilidade o coeficiente de ∆6 e ∆8 devem ser positivos, se isso não ocorrer devemos

incluir o termo em ∆10.

Desta forma, a expansão na energia livre nos dá

F ' 1

2
α∆2

q +
1

4
β∆4

q +
1

6
γ∆6

q +
1

8
λ∆8

q (4.74)

que minimizando em relação ao gap nos dá a equação de gap

α∆q + β∆3
q + γ∆5

q + λ∆7
q = 0 (4.75)

Expandindo a equação (4.69) até sétima ordem em ∆q e comparando com a equação

(4.75) podemos determinar os coeficientes α, β, γ e λ. O que nos permite obter a energia

livre a menos de uma constante. De posse destes valores, que não explicitarei aqui pois

são demasiado grandes, podemos obter a linha de segunda ordem e o ponto multicŕıtico,

faltando apenas determinar a linha de transição de primeira ordem que pode ser obtida

igualando as energias livres dos estado FFLO, equação (4.74), com a do estado BCS já
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bem conhecida. A linha cŕıtica correspondente ao limite entre as fases inomogênea FFLO

e a normal foi obtida utilizando as informações referentes ao comportamento do expoente

cŕıtico tipo campo médio ψ = 1
2

em torno do ponto cŕıtico quântico supercondutor Vc e o

fato das linhas de transição de fase se tangenciarem nos pontos multicŕıticos. Onde temos

na figura 4.3 o diagrama de fase do sistema.

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
0,0

0,2

0,4

0,6

 Linha de 2º ordem
 Linha de 1º ordem

T / 
0

V / 
0

BCS

FFLO

Normal

Ponto 
Bicrítico

Figura 4.3: Diagrama T
∆0
× V

∆0
para um sistema assimétrico na presença de hibridização

caracterizando o ponto bicŕıtico pelo par ordenado (0.510, 0.354).

O diagrama mostrado na figura 4.3 está totalmente de acordo com as previsões feitas

para o caso de temperatura nula, que mostrava que a fase FFLO está definida no intevalo

0.71∆0 < V < 0.75∆0, onde a transição BCS → FFLO é de primeira ordem e a FFLO

→ Normal de segunda, podendo agora então caracterizar o ponto multicŕıtico com um

ponto bicŕıtico por se tratar de um ponto com confluência de duas linhas cŕıticas (segunda

ordem).
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho analisamos um sistema de duas bandas com interações atrativas intra

e inter-banda e hibridização entre elas, no caso de pares com simetria tipo onda-s numa

aproximação de campo médio no regime de acoplamento fraco. Este tratamento, negligen-

cia as flutuações quânticas inerentes ao sistema. Obtivemos as excitações do sistema e as

funções de gap associadas aos diferentes parâmetros de ordem. Estudamos o sistema nos

caso onde as interações atuam separada e simultaneamente nos regimes de temperatura

nula e finita, além de analisarmos a possibilidade da existência de uma fase inomogênea

no caso inter-banda.

Nossa abordagem dá uma descrição adequada dos diagramas de fase de supercondu-

tores multibandas, mas não fornece o comportamente no ponto cŕıtico quântico supercon-

dutor associado as flutuações.

Para o caso puro inter-banda à temperatura nula podemos observar uma transição de

fase de primeira ordem entre os estados supercondutor e normal e uma fase homogênea

metaestável com excitações sem gap, sem qualquer indução de uma correlação intra-banda

originária da hibridização. Sendo este comportamento alterado para uma transição de

segunda ordem na presença de temperatura.

Para o caso puro intra-banda observamos que para temperatura nula, a transição de

fase entre os estados supercondutor e normal é cont́ınua com o crescimento da hibridização

e associada a um ponto cŕıtico quântico supercondutor. Obtemos além disso dentro de

algumas aproximações, expressões anaĺıticas para a hibridização cŕıtica do sistema. Para

temperatura finita, obtivemos o diagrama de fases Tc × V além do expoente cŕıtico de
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deslocamento da transição e o calor espećıfico do sistema sobre a trajetória cŕıtica descrita

sobre o ponto cŕıtico quântico.

Observamos, que comparativamente, a interação intra-banda usual é de muito mais

fácil detecção que a inter-banda, pois esta ocorre para interações duas ordens de grandeza

menores.

Para o caso geral com interações inter e intra-banda mostramos que as transições serão

sempre de segunda ordem, devido ao sistema sofrer uma influência muito mais forte das

propriedades das interações intra-banda.

Ao analisarmos a possibilidade de uma fase supercondutora inomogênea induzida por

hibridização observamos que nossos resultados apresentam similaridades ao caso supercon-

dutor FFLO, onde a hibridização entra formalmente como um campo magnético externo.

Entretanto a hibridização atua como um campo transverso e não como um campo lon-

gitudinal polarizador usual como é o caso do campo magnético externo, gerador da fase

FFLO original. No nosso caso este ”campo transverso”cria uma mudança na natureza

do estado quântico não apenas a das quase-part́ıculas. Obtivemos um diagrama de fases

geral de T×V , mostrando que todas as transições supercondutoras para a fase normal são

de segunda ordem enquanto a BCS-FFLO é de primeira ordem. Salientando que a região

para a qual a fase inomogênea é mais estável fica localizada em uma pequena janela de

valores de hibridização e temperatura, mostrando sua posśıvel dificuldade de detecção.

A fase FFLO em sistemas de matéria condensada vem sendo buscada há muito tempo.

Neste trabalho apresentamos a possibilidade de obtermos um estado supercondutor ino-

mogêneo através de aplicação de pressão em supercondutores multibandas. Isso pode

ser controlado pela hibridização e, como mostramos, pode oferecer a possibilidade de

encontrar novos estados supercondutores inomogêneos alterando esta através de pressão

externa.

Como perspectivas futuras temos que este trabalho nos permite a possibilidade da

implementação de um novo estudo levando em consideração as flutuações do sistema, sua

possibilidade de expansão para simetria de pares tipo ondas-d, observadas em sistemas

de férmions pesados, além do estudo para o limite de acoplamento forte. A possibilidade

de comparação dos resultados obtidos neste trabalho com dados experimentais de super-

condutores de alta temperatura cŕıtica compostos por MgB2 que possuem simetria tipo

onda-s, além das posśıveis motivações experimentais que este apresenta quanto a obtenção
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de novos estados supercondutores inomogêneos mediados por pressão.
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Apêndice A

Método das Funções de Green

Neste caṕıtulo mostramos de forma sucinta no que consiste basicamente o método das

funções de Green que é largamente utilizado em vários campos da f́ısica.

Sejam A(t) e B(t′) os operadores na representação de Heisenberg, dados por

A(t) = exp(iHt)A(0) exp(−iHt)

B(t′) = exp(iHt′)B(0) exp(−iHt′), (A.1)

onde usamos h̄ ≡ 1. O operador A(t) obedece a equação de Heisenberg

i
dA(t)

dt
= [A(t), H] (A.2)

onde H é o Hamiltoniano do sistema que de maneira geral depende tanto do operador

A(t) quanto do B(t′).

Podemos então definir as funções de Green dependentes do tempo, que em geral são

de três tipos: retardada (r), avançada (a) e causal (c), que são assim denominadas devido

a evolução temporal do propagador definido por

G
(r)
AB(t, t′) = 〈〈A(t), B(t′)〉〉r = θ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉 (A.3)

G
(a)
AB(t, t′) = 〈〈A(t), B(t′)〉〉a = −θ(t′ − t)〈[A(t), B(t′)]η〉 (A.4)

G
(c)
AB(t, t′) = 〈〈A(t), B(t′)〉〉c = 〈TηA(t)B(t′)〉 (A.5)

70



onde

[A(t), B(t′)]η = A(t)B(t′)− ηB(t′)A(t) (A.6)

TηA(t)B(t′) = θ(t− t′)A(t)B(t′) + ηθ(t′ − t)B(t′)A(t) (A.7)

com η = 1 para bósons e η = −1 para férmions.

Definindo a função degrau θ(t) como

θ(t) =
∫ t

−∞
exp(εt′)δ(t)dt′ (ε → +0) (A.8)

obtemos
dθ(t)

dt
= δ(t). (A.9)

Uma vez definidas todas as relações necessárias, podemos determinar qual é a equação

de movimento, na representação de Heisenberg, para as funções de Green definidas acima.

Tomando como exemplo a função causal, temos (omitindo o ı́ndice)

i
d

dt
GAB(t, t′) = i

d

dt
〈〈A(t), B(t′)〉〉 (A.10)

ou

i
d

dt
〈〈A(t), B(t′)〉〉c = i

d

dt
〈θ(t− t′)A(t)B(t′) + ηθ(t′ − t)B(t′)A(t)〉 (A.11)

que após derivação obtemos

i
d

dt
〈〈A(t), B(t′)〉〉c = i

〈 d

dt
θ(t− t′)A(t)B(t′) + θ(t− t′)

d

dt
A(t)B(t′)

+η
d

dt
θ(t′ − t)B(t′)A(t) + ηθ(t′ − t)B(t′)

d

dt
A(t)

〉
(A.12)

ou ainda reescrevendo

i
d

dt
〈〈A(t), B(t′)〉〉c = iδ(t− t′)

〈
A(t)B(t′) + ηB(t′)A(t)

〉

+
〈
θ(t− t′)[A(t), H]B(t′) + ηθ(t′ − t)B(t′)[A(t), H]

〉
(A.13)

usando as equações (A.5) e (A.7) obtemos

i
d

dt
〈〈A(t), B(t′)〉〉c = iδ(t− t′)

〈
[A(t), B(t′)]η

〉
+ 〈〈[A(t), H], B(t′)〉〉 (A.14)

que representa a equação de movimento no espaço real. Este resultado é geral, valendo

para quaisquer das funções de Green definidas anteriormente.
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Definindo a transformada de Fourier por

GAB(t, t′) =
∫ ∞

−∞
GAB(ω) exp(−iω(t− t′))dω (A.15)

conseguimos obter da equação (A.14)

ω〈〈A,B〉〉ω =
i

2π

〈
[A,B]η

〉
+ 〈〈[A,H], B(t′)〉〉ω (A.16)

que é a equação de movimento das funções de Green no espaço dos momentos. Tal equação

é utilizada com frequência no decorrer do trabalho.

A transformada inversa da equação (A.15) é dada por

GAB(ω) = 〈〈A,B〉〉ω =
1

2π

∫ ∞

−∞
GAB(t) exp(iωt)dt. (A.17)

Calculando as funções de correlação da maneira usual temos

〈B(t′)A(t)〉 =
∫ ∞

−∞
IAB(ω) exp(−iω(t− t′))dω (A.18)

〈A(t)B(t′)〉 =
∫ ∞

−∞
IAB(ω) exp(βω) exp(−iω(t− t′))dω (A.19)

onde

IAB(ω) =
1

Z

∑
µ,ν

〈ν|B|µ〉〈µ|A|ν〉exp(−βEν)δ(Eν − Eµ − ω). (A.20)

Para t = t′ = 0 as equações (A.18, A.19) se reduzem a

〈B(0)A(0)〉 =
∫ ∞

−∞
IAB(ω)dω (A.21)

〈A(0)B(0)〉 =
∫ ∞

−∞
IAB(ω) exp(βω)dω (A.22)

Determinando Gr
AB(ω) (função de Green retardada), por exemplo, em termos das

equações anteriores obtemos

Gr
AB(ω) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dt exp(iω(t− t′))θ(t− t′)

〈
A(t)B(t′)− ηB(t′)A(t)

〉
(A.23)

e após substituição das equações (A.18, A.19) temos

Gr
AB(ω) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dω′IAB(ω′)

(
exp(βω′)− η

) ∫ ∞

−∞
dt exp

(
iω(t− t′)

)
θ(t). (A.24)
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Como ∫ ∞

−∞
dt exp

(
iω(t− t′)

)
θ(t) =

i

ω − ω′ + iε
(A.25)

de maneira análoga determinamos Ga
AB(ω).

Substituindo a equação (A.25) em (A.24) obtemos

Gr,a
AB(ω) =

i

2π

∫ ∞

−∞

(
exp(βω′)− η

) IAB(ω′)dω′

ω − ω′ ± iε
(A.26)

que é a representação espectral das funções de Green.

Como as funções Gr,a
AB(ω) são anaĺıticas nos semi-planos superior e inferior, respectiva-

mente, podemos considerá-las como uma única função anaĺıtica GAB(ω) possuindo suas

singularidades.

Calculando o salto sobre o eixo real desta função dada por

GAB(ω+iε)−GAB(ω−iε) =
i

2π

∫ ∞

−∞
dω′

(
exp(βω′)−η

)
IAB(ω′)

[
1

ω − ω′ + iε
− 1

ω − ω′ − iε

]

(A.27)

utilizando a relação

1

ω − ω′ ± iε
= P

(
1

ω − ω′

)
∓ iπδ(ω − ω′) (A.28)

reduzimos a equação (A.27) para

GAB(ω + iε)−GAB(ω − iε) = (exp(βω)− η
)
IAB(ω) (A.29)

e reescrevendo

IAB(ω) =
1

exp(βω)− η

[
GAB(ω + iε)−GAB(ω − iε)

]
. (A.30)

Finalmente, substituindo a equação (A.30) na (A.21) obtemos

〈
B(0)A(0)

〉
=

∫ ∞

−∞
dω

exp(βω)− η

[
GAB(ω + iε)−GAB(ω − iε)

]
(A.31)

que o chamado Teorema do Salto.

Como foi mencionado anteriormente temos que η = ±1, portanto

1

exp(βω)− η
=





η = 1 → fBE(ω) (Distribuição de Bose-Einstein)

η = −1 → fFD(ω) (Distribuição de Fermi-Dirac)
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Como na maioria dos casos GAB(ω + iε) − GAB(ω − iε) = Im
(
GAB(ω)

)
, podemos

reescrever a equação (A.31) por

• Para Bósons

〈
B(0)A(0)

〉
=

∫ ∞

−∞
dωfBE(ω)Im

(
GAB(ω)

)
(A.32)

• Para Férmions

〈
B(0)A(0)

〉
=

∫ ∞

−∞
dωfFD(ω)Im

(
GAB(ω)

)
(A.33)

onde

GAB(ω) = 〈〈A, B〉〉ω (A.34)
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Apêndice B

Conceitos sobre Transições de Fase

A teoria de transição de fase e fenômenos cŕıticos têm origem na década de 60 quando

os conceitos básicos de classe de universalidade e escala de funções termodinâmicas foram

introduzidos, além dos prinćıpios do procedimento do cálculo associado ao grupo de re-

normalização. O pioneirismo no aspecto da universalidade em transições de fase se deve

a Kadanoff e seus colaboradores [37].

B.1 Transição de Fase Térmica

A transição de fase de um sistema é caracterizada por singularidades nas suas funções

termodinâmicas: no caso de sistemas magnéticos a energia livre e suas correspondentes

derivadas, associadas a magnetização e susceptibilidade, por exemplo. No caso de sistemas

supercondutores, que é o nosso caso, além da energia, a transição de fase é associada ao

comportamento do gap supercondutor do sistema.

Podemos estudar esse comportamento das transições de fases de um dado sistema

através de um diagrama de fase que delimita a região de existência de cada fase em

função da variação dos parâmetros externos, ou através de uma função de estado. A

função de estado assume valores diferentes nas diferentes fases e se anula na fase mais

desordenada, então esta é denominada parâmetro de ordem.

O parâmetro de ordem é uma quantidade não-nula na fase em que o sistema encontra-se

ordenado e nula na fase desordenada. Os parâmetros externos relevantes em que ocorrem

as transições de fase de sistemas magnéticos e supercondutores são, de maneira geral,
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a temperatura T e o campo magnético uniforme H. Porém, nada impede que outros

parâmetros externos sejam relevantes para transição, como mostraremos neste trabalho

que é o caso da pressão ou hibridização. Portanto, para T < Tc o sistema está ordenado,

próximo de Tc o sistema começa a se desordenar e logo acima de Tc o sistema encontra-

se desordenado. Num sistema ferromagnético, a magnetização é o parâmetro de ordem.

Num sistema antiferromagnético o parâmetro de ordem é a magnetização de uma dada

subrede ou a diferença entre elas. Enquanto isso num sistema supercondutor o parâmentro

de ordem é o gap supercondutor do sistema.

Podemos classificar a ordem de uma transição pela ordem mais baixa da derivada da

energia livre que apresenta descontinuidade: uma transição de 1a ordem é caracterizada

pela descontinuidade do parâmetro de ordem (primeira derivada da energia livre), carac-

terizada pela presença de calor latente (em transições térmicas), e uma transição de 2a

ordem vai a zero continuamente quando T → Tc, onde a aproximação é a esquerda de Tc

( T → T−
c ), porém a derivada segunda da energia livre diverge.

De maneira geral, na vizinhança de uma transição de fase de segunda ordem muitas

quantidades f́ısicas divergem com leis de potência, onde se caracterizam os expoentes

cŕıticos. O conjunto de expoentes cŕıticos associados a um ponto cŕıtico caracterizam a

classe de universalidade da transição.

O ponto cŕıtico é o ponto onde o parâmetro de ordem sofre mudança, se anula para

uma nova fase. Um fato relevante é referente a sua nomenclatura: a denominação ponto

cŕıtico só é dada para aqueles pontos referentes a transições de segunda ordem. Os pontos

de transição de primeira ordem são chamados apenas de ponto de transição. A medida

que este ponto começa a ser alcançado, o sistema simplesmente começa a se ajustar sobre

uma escala microscópica. Estes ajustes aparecem em forma de flutuações (flutuações

no gap para o caso de sistemas supercondutores) os quais se tornam muito grandes nas

proximidades do ponto cŕıtico. Pode ocorrer contudo que o parâmetro de ordem tenda a

zero de forma descont́ınua, não havendo mais ordem de longo alcance. Todavia, haverá

não só ordem de curto alcance mas também uma coexistência dinâmica de várias fases.

A junção dessas fases no diagrama de fase é dada por um ponto denominado multicŕıtico.

O ponto multicŕıtico mais comum é o chamando ponto tricŕıtico, onde sobre este existe

a confluência de uma linha cont́ınua ou cŕıtica (segunda ordem) com uma descont́ınua

(primeira ordem). Porém existem outras classificações para pontos multicŕıticos como é
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o caso dos pontos bicŕıticos, onde sobre ele existe uma confluência de duas linha cŕıticas

(que é observado no nosso caso) ou tetracŕıticos pela confluência de quatro linhas cŕıticas.

B.2 Transição de Fase Quântica

Em 1976, Hertz [38] fez um dos primeiros estudos sobre a influência de efeitos da

mecânica quântica em fenômenos cŕıticos. Neste trabalho ele mostrou que se a energia

das flutuações quânticas é muito menor que a energia térmica envolvida, um tratamento

clássico é apropriado. Mas, se analisamos uma transição à temperatura nula, que ocorre

devido a mudança de algum parâmetro, como o campo magnético, dopagem ou a pressão

sobre o material, que estão relacionadas diretamente com a intensidade ou a natureza de

alguma interação do sistema, não teremos flutuações térmicas envolvidas, de forma que

um tratamento baseado simplesmente na estat́ıstica clássica se torna inapropriado. A

temperaturas muito baixas, ou seja, kBT muito menor que as energias caracteŕısticas do

sistema (onde kB é a constante de Boltzmann e T a temperatura), também espera-se que

as flutuações não térmicas tenham um papel importante.

A introdução dos efeitos quânticos não apenas afetam as propriedades de equiĺıbrio

mas leva a dinâmicas muito diferentes das que ocorrem no limite clássico. Isto porque não

se pode separar a estática da dinâmica no caso quântico, já que estas estão intimamente

ligadas pelo expoente cŕıtico dinâmico z. O expoente cŕıtico z é exclusivo de transições

quânticas, uma vez que está associado a divergência temporal presente somente neste caso.

Além de influenciar diretamente na dimensão efetiva do sistema, como pode ser vista na

chamada relação de hiperescala, obtida da teoria de escala para fenômenos cŕıticos, abaixo

2− α = ν deff (B.1)

onde deff = d + z, α e ν expoentes cŕıticos relacionados à energia livre e ao comprimento

de correlação, respectivamente. Como em teorias clássicas temos esta mesma relação a

menos da presença do expoente z, os expoentes cŕıticos de teorias quânticas serão os

mesmos de teorias clássicas em d + z dimensões. Além disso, pode-se mostrar que se deff

está acima de uma dimensão cŕıtica, os expoentes passam a assumir valores obtidos pela

teoria gaussiana [38].

Uma caracteŕıstica interessante da abordagem da teoria de escala é que podemos

determinar o comportamento singular de quantidades f́ısicas de interesse como função da
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temperatura sobre o ponto cŕıtico quântico, que nada mais é do que a nomenclatura dada

a um ponto cŕıtico em uma transição de fase quântica. Ou seja, sobre uma trajetória

cŕıtica a |g| = 0, onde |g| é a distância ao ponto cŕıtico quântico. Dada uma quantidade

f́ısica podemos conhecer a lei de potência com a qual ela diverge e a respectiva função

de escala dependente da temperatura. Desta forma encontraremos uma lei de potência

que nos diz como esta grandeza diverge com a diminuição da temperatura na trajetória

cŕıtica. Apresentamos um resultado utilizando este fato na Seção 3.4 .
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Apêndice C

Cálculo das Funções de Correlação

A seguir apresentamos os cálculos das correlações do sistema:

Das equações (3.34) e (3.5) temos

〈〈ak, b−k〉〉 =
∆ab

[
(ω + Lk)

2 − J2
k

]

(ω2
1 − ω2

2)
.

[
1

2ω1

(
1

(ω + ω1)
− 1

(ω − ω1)

)

+
1

2ω2

(
1

(ω − ω2)
− 1

(ω + ω2)

)]
(C.1)

e

〈b−kak〉 =
∫

dωf(ω)Im
[
〈〈akb−k〉〉

]
. (C.2)

Substituindo a equação (C.1) em (C.2) obtemos

〈b−kak〉 =
∫

dωf(ω)Im

{
∆ab

[
(ω + Lk)

2 − J2
k

]

(ω2
1 − ω2

2)
.

[
1

2ω1

(
1

(ω + ω1)
− 1

(ω − ω1)

)

+
1

2ω2

(
1

(ω − ω2)
− 1

(ω + ω2)

)]}
(C.3)

ou reescrito na forma

〈b−kak〉 =
∫

dωf(ω)
∆ab

[
(ω + Lk)

2 − J2
k

]

(ω2
1 − ω2

2)
.

{
1

2ω1

[
Im

(
1

ω + ω1

)
− Im

(
1

ω − ω1

)]

+
1

2ω2

[
Im

(
1

ω − ω2

)
− Im

(
1

ω + ω2

)]}
(C.4)

e como mostrado no Apêndice A, obtemos
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〈b−kak〉 =
∆ab

ω2
1 − ω2

2

∫
dωf(ω)

[
(ω + Lk)

2 − J2
k

]
.

{
1

2ω1

[
δ(ω + ω1))− δ(ω − ω1)

]

+
1

2ω2

[
δ(ω − ω2))− δ(ω + ω2)

]}
(C.5)

que após integração

〈b−kak〉 =
∆ab

ω2
1 − ω2

2

{
1

2ω1

M1 +
1

2ω2

M2

}
(C.6)

sendo

M1 = f(−ω1)
[
(−ω1 + Lk)

2 − J2
k

]
− f(ω1)

[
(ω1 + Lk)

2 − J2
k

]
(C.7)

e

M2 = f(ω2)
[
(ω2 + Lk)

2 − J2
k

]
− f(−ω2)

[
(−ω2 + Lk)

2 − J2
k

]
(C.8)

e definindo

γ2
k = J2

k − L2
k (C.9)

encontramos

M1 = f(−ω1)
[
(ω2

1 − γ2
k)− 2ω1Lk

]
− f(ω1)

[
(ω2

1 − γ2
k) + 2ω1Lk

]
(C.10)

ou

M1 = (ω2
1 − γ2

k)
[
f(−ω1)− f(ω1)

]
− 2ω1Lk

[
f(−ω1) + f(ω1)

]
. (C.11)

Sendo

f(−ω1)− f(ω1) = tanh

(
βω1

2

)
(C.12)

e

f(−ω1) + f(ω1) = 1 (C.13)

reescrevemos a equação (C.10) por

M1 = (ω2
1 − γ2

k) tanh

(
βω1

2

)
− 2ω1Lk (C.14)

e de forma análoga

M2 = −(ω2
2 − γ2

k) tanh

(
βω2

2

)
+ 2ω2Lk. (C.15)
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Portanto, substituindo as equações (C.14) e (C.15) na equação (C.6), obtemos

〈b−kak〉 =
∆ab

ω2
1 − ω2

2

{
1

2ω1

(ω2
1−γ2

k) tanh

(
βω1

2

)
−2ω1Lk

2ω1

− 1

2ω2

(ω2
2−γ2

k) tanh

(
βω2

2

)
+

2ω2Lk

2ω2

}

(C.16)

e finalmente

〈b−kak〉 =
∆ab

ω2
1 − ω2

2

{
1

2ω1

(ω2
1 − γ2

k) tanh

(
βω1

2

)
− 1

2ω2

(ω2
2 − γ2

k) tanh

(
βω2

2

)}
(C.17)

que é a equação (3.36) descrita no Caṕıtulo 3.

Similarmente determinamos a outra correlação. A partir das equações (3.35) e (3.6)

temos

〈〈bk, b−k〉〉 =

[
2V ∆abω −∆(ω2 + εa2

k )
]

(ω2
1 − ω2

2)
.

[
1

2ω1

(
1

(ω + ω1)
− 1

(ω − ω1)

)

+
1

2ω2

(
1

(ω − ω2)
− 1

(ω + ω2)

)]
(C.18)

e

〈b−kbk〉 =
∫

dωf(ω)Im[〈〈bkb−k〉〉] (C.19)

após algumas manipulações algébricas obtemos

〈b−kbk〉 =
−1

ω2
1 − ω2

2

{
1

2ω1

[
− 2V ∆abω1 −∆(ω2

1 − εa2
k ) tanh

(
βω1

2

)]

+
1

2ω2

[
2V ∆abω2 + ∆(ω2

2 − εa2
k ) tanh

(
βω2

2

)]}
(C.20)

e simplificando

〈b−k, bk〉 =
∆

(ω2
1 − ω2

2)
.

[(
ω2

1 − εa2
k

2ω1

)
tanh

(
βω1

2

)
−

(
ω2

2 − εa2
k

2ω2

)
tanh

(
βω2

2

)]
, (C.21)

que é a equação (3.38) descrita no Caṕıtulo 3.
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Apêndice D

Cálculos da Fase Inomogênea

D.1 Cálculo das Parcelas da Correlação Geral

Nesta seção mostramos os cálculos para obtenção da correlação 〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 dada pela

equação (4.28).

Definimos

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 =

∫
dωf(ω + δµ)Wab(ω + δµ)Im

[
1

W (ω + δµ)

]
(D.1)

onde

1

W (ω + δµ)
=

1

8V ξk

{
1

u1

[
1

ω − u1

− 1

ω + u1

]
− 1

u2

[
1

ω − u2

− 1

ω + u2

]}
(D.2)

e

Wab(ω + δµ) =
∆q

2π

[
ω2 − αε2

k −∆2
q + V 2 + (1− α)ωεk + (1 + α)(ω + εk)

−→
k .−→q

]
. (D.3)

Considerando

W 1
ab(ω) =

∆q

2π

[
ω2 − αε2

k −∆2
q + V 2

]
(D.4)

W 2
ab(ω) =

∆q

2π

[
(1− α)ωεk

]
(D.5)

W 3
ab(ω) =

∆q

2π

[
(1 + α)(ω + εk)

−→
k .−→q

]
(D.6)

podemos redefinir a equação (D.1) como

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 = Gk(δµ) =

1

2π

(
G1

k(δµ) + G2
k(δµ) + G3

k(δµ)
)

(D.7)
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onde

Gi
k(δµ) =

∫
dωf(ω + δµ)W i

ab(ω)Im

[
1

W (ω + δµ)

]
(D.8)

com i = 1, 2, 3.

Vejamos o primeiro caso: i=1.

Temos

G1
k(δµ) =

∫
dωf(ω + δµ)W 1

ab(ω)Im

[
1

W (ω + δµ)

]
(D.9)

segue que

G1
k(δµ) =

1

8V ξk

∫
dω

[
1

u1

(
1

ω − u1

− 1

ω + u1

)
− 1

u2

(
1

ω − u2

− 1

ω + u2

)]
f(ω + δµ)W 1

ab(ω)

(D.10)

o que resulta

G1
k(δµ) =

1

8V ξk

∫
dω

[
1

u1

(
δ(ω−u1)−δ(ω+u1)

)
− 1

u2

(
δ(ω−u2)−δ(ω+u2)

)]
f(ω+δµ)W 1

ab(ω).

(D.11)

Integrando obtemos

G1
k(δµ) =

1

8V ξk

{
W 1

ab(u1)

u1

[
f(u1+δµ)−f(−(u1−δµ))

]
−W 1

ab(u2)

u2

[
f(u2+δµ)−f(−(u2−δµ))

]}

(D.12)

e desenvolvendo W 1
ab(u1), temos

W 1
ab(u1) =

∆q

2π

[
u2

1 − (αε2
k + ∆2

q︸ ︷︷ ︸
ξ2
k

−V 2)

]
. (D.13)

Sabendo que u1,2 = ξk ± V , temos que u1u2 = ξ2
k − V 2 e u1 − u2 = −2V , o que nos

permite reescrever a equação anterior como

W 1
ab(u1) = −2∆qu1V. (D.14)

Analogamente

W 2
ab(u1) = 2∆qu2V (D.15)

substituindo as equações (D.14, D.15) na equação (D.12) e lembrando que

δµ = − b

4
= vF q

(1 + α)

2
cos θ =

(2 + ε)

2
kq cos θ ' kq cos θ =

−→
k .−→q (D.16)
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obtemos

G1
k(δµ) =

∆q

4ξk

{
2−

[
f(u1 +

−→
k .−→q ) + f(u2 +

−→
k .−→q ) + f(u1 −−→k .−→q ) + f(u2 −−→k .−→q )

]}

(D.17)

que resulta na equação (4.29)

G1
k(δµ) =

∆q

4ξk

{
2−∑

σ

[f(E1
kσ) + f(E2

kσ)]

}
, (D.18)

onde E1
kσ = ξk + σ(V + δµ) e E2

kσ = ξk + σ(V − δµ) com σ = ±.

Similarmente podemos desenvolver os cálculos para W 2
ab(ω) e W 3

ab(ω), obtendo as

equações abaixo já apresentadas no corpo principal do trabalho

G2
k(δµ) =

−∆q[(1− α)εk + 2α
−→
k .−→q ]

8V ξk

{ ∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+) + f(Ej

k−)]

}
(D.19)

e

G3
k(δµ) =

∆q(1 + α)εk

8ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q

{
2 +

∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+)− f(Ej

k−)]

}
. (D.20)

D.2 Cálculo das Integrais para Temperatura Nula

Como foi comentado na seção 4.1 a única parcela da correlação 〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 que não

se anula é a dada por G1
k(δµ).

Nesta seção, mostramos o desenvolvimento das integrais dos termos restantes e como

estes se anulam.

Por definição

∆q = −g
∑

k

〈b−k+ q
2
ak+ q

2
〉 = −g

∑

k

Gk(δµ) = − g

2π

∑

k

(
G1

k(δµ) + G2
k(δµ) + G3

k(δµ)
)
.

(D.21)

Considerando

∆q = − g

2π

(
∆(1) + ∆(2) + ∆(3)

)
(D.22)

onde

∆(i) =
∑

k

Gi
k(δµ) (D.23)

com i = 1, 2, 3.

Com esta definição, vejamos a análise a seguir:
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• Analisando ∆(2)

Temos

∆(2) =
∑

k

G2
k(δµ) =

∑

k

−∆q[(1− α)εk + 2α
−→
k .−→q ]

8V ξk

{ ∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+) + f(Ej

k−)]

}

(D.24)

dividindo em duas parcelas obtemos

∆
(2)
A = −∆q

8V

∑

j=1,2

∑

σ=±

∑

k

(−1)j−1 (1− α)εk

ξk

f(Ej
kσ) (D.25)

ou ainda

∆
(2)
A = −(1− α)

∆q

8V

∑

j=1,2

∑

σ=±
(−1)j−1Ψ

(2)
A,j,σ (D.26)

onde

Ψ
(2)
A,j,σ =

∑

k

εk

ξk

f(Ej
kσ) (D.27)

e

∆
(2)
B = −∆q

8V

∑

j=1,2

∑

σ=±

∑

k

(−1)j−1 2α
−→
k .−→q
ξk

f(Ej
kσ) (D.28)

que pode ser reescrito como

∆
(2)
B = −α∆q

4V

∑

j=1,2

∑

σ=±
(−1)j−1Ψ

(2)
B,j,σ (D.29)

onde

Ψ
(2)
B,j,σ =

∑

k

−→
k .−→q
ξk

f(Ej
kσ) (D.30)

onde ∆(2) = ∆
(2)
A + ∆

(2)
B .

Como já foi comentado no texto principal, para temperatura nula a função de Fermi

pode ser reescrita como uma função de Heaviside (função degrau), f(Ej
kσ) → θ(−Ej

kσ).

Desta forma iremos tratar separadamente cada caso.

Começando com Ψ
(2)
A,j,σ, temos já substituindo o somatório por uma integral

Ψ
(2)
A,j,σ =

∫ d3k

(2π)3

εk

ξk

θ(−Ej
kσ) (D.31)

pela definição da função degrau, Ej
kσ = ξk + σ(V ± δµ) < 0 ⇒ ξk < −σ(V ± δµ), mas

sendo ξk =
√

αε2
k + ∆2

q < −σ(V ± δµ), portanto

Ψ
(2)
A,j,σ =

∫ d3k

(2π)3

εk√
αε2

k + ∆2
q

=
k2

F

(2π)3

∫
dΩ

∫ dk εk√
αε2

k + ∆2
q

. (D.32)
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Denotando x = εk = vF (k − kF ) = vF δ ⇒ dx = vF dk

Ψ
(2)
A,j,σ =

k2
F

vF (2π)3

∫
dΩ

∫ vF δ

−vF δ

xdx√
αx2 + ∆2

q︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 (D.33)

anula-se pois é uma integral ı́mpar em limites simétricos. O que significa que ∆
(2)
A = 0.

Vejamos agora a outra parcela,

Ψ
(2)
B,j,σ =

∑

k

−→
k .−→q
ξk

θ(−Ej
kσ) (D.34)

da mesma forma que no caso anterior
√

αε2
k + ∆2

q < −σ(V ± δµ), que manipulando obte-

mos

εk <

√
1

α

[
(V ± δµ)2 −∆2

q

]
= x±o (D.35)

que independe de σ. Dáı,

Ψ
(2)
B,j,σ =

k2
F q

(2π)3

∫
dΩ cos θ

∫ kdk√
αε2

k + ∆2
q

. (D.36)

Tomando x = εk = vF (k − kF ) = vF δ ⇒ dx = vF dk, podemos reescrever a equação

acima como

Ψ
(2)
B,j,σ =

k2
F q

vF (2π)3

∫
dΩ cos θ

∫ dx(kF + x
vF

)
√

αx2 + ∆2
q

(D.37)

o que dá

Ψ
(2)
B,j,σ =

k2
F q

vF (2π)3

∫
dΩ cos θ



kF

∫ dx√
αx2 + ∆2

q

+
1

vF

∫ xdx√
αx2 + ∆2

q︸ ︷︷ ︸
=0




(D.38)

onde a integral se anula exatamente como no caso anterior, restando

Ψ
(2)
B,j,σ =

k3
F q

vF (2π)3

∫
dΩ cos θ

∫ dx√
αx2 + ∆2

q

(D.39)

que é a mesma integral desenvolvida na equação (4.46) que resulta

Ψ
(2)
B,j,σ =

k3
F q

vF (2π)3

∫ π

0
dθ sin θ cos θ sinh−1




√
(V + v∗F q cos θ)2 −∆2

q

∆q


 (D.40)
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que independe de j e σ, resultando diretamente em ∆
(2)
B = C(Ψ

(2)
B − Ψ

(2)
B ) = 0, com C

constante. Isto implica que

∆(2) = ∆
(2)
A + ∆

(2)
B = 0 (D.41)

Vejamos agora o próximo termo:

• Analisando ∆(3)

Temos

∆(3) =
∑

k

G3
k(δµ) =

∑

k

∆q(1 + α)εk

8ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q

{
2 +

∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+)− f(Ej

k−)]

}
(D.42)

que pode ser dividido como no caso anterior em duas parcelas, tal que ∆(3) = ∆
(3)
A +∆

(3)
B ,

onde

∆
(3)
A =

∆q(1 + α)

4

∑

k

εk

ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q =

∆q(1 + α)

4
Ψ

(3)
A (D.43)

onde

Ψ
(3)
A =

∑

k

εk

ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q (D.44)

e

∆
(3)
B =

∆q(1 + α)

8

∑

k

εk

ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q

{ ∑

j=1,2

(−1)j−1[f(Ej
k+)− f(Ej

k−)]

}
(D.45)

ou ainda

∆
(3)
B =

∆q(1 + α)

8

∑

j=1,2

(−1)j−1
∑

σ=±
σΨ

(3)
B,j,σ (D.46)

onde

Ψ
(3)
B,j,σ =

∑

k

εk

ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q f(Ej

kσ). (D.47)

Iniciando com Ψ
(3)
A e já transformando o somatório em integral, temos

Ψ
(3)
A =

∫ εkd
3k

ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q (D.48)

organizando os termos temos

Ψ
(3)
A = q

∫
dΩ cos θ

︸ ︷︷ ︸
=0

∫ k εk d3k

ξk(ξ2
k − V 2)

= 0 (D.49)
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que se anula por ortogonalidade. Segue então que ∆
(3)
A = 0.

Passando para a próxima parcela, já fazendo o limite de temperatura nula e transfor-

mando a soma em uma integral, obtemos

Ψ
(3)
B,j,σ =

∫ εkd
3k

ξk(ξ2
k − V 2)

−→
k .−→q θ(−Ej

kσ) (D.50)

assim como nos casos anteriores εk <

√
1
α

[
(V ± δµ)2 −∆2

q

]
= x±o , desenvolvendo

Ψ
(3)
B,j,σ = k2

F q
∫

dΩ cos θ
∫ εkkdk

(αε2
k + ∆2

q − V 2)
√

αε2
k + ∆2

q

(D.51)

e denotando x = εk = vF (k − kF ) = vF δ ⇒ dx = vF dk, podemos reescrever a equação

acima como

Ψ
(3)
B,j,σ =

k2
F q

vF

∫
dΩ cos θ

∫ x( x
vF

+ kF )dx

(αx2 + ∆2
q − V 2)

√
αx2 + ∆2

q

(D.52)

e finalmente

Ψ
(3)
B,j,σ =

k2
F q

vF

∫
dΩ cos θ

[
1

vF

∫ vF δ

−vF δ

x2dx

(αx2 + ∆2
q − V 2)

√
αx2 + ∆2

q

+kF

∫ vF δ

−vF δ

x dx

(αx2 + ∆2
q − V 2)

√
αx2 + ∆2

q︸ ︷︷ ︸
=0

]
. (D.53)

A segunda integral se anula pois se trata de uma integral ı́mpar com limites simétricos.

Podemos reescrever a primeira integral, por ser uma integral par, como segue

Ψ
(3)
B,j,σ =

2k2
F q

v2
F

∫
dΩ cos θ

∫ vF δ

0

x2dx

(αx2 + ∆2
q − V 2)

√
αx2 + ∆2

q

(D.54)

ou ainda, para o limite imposto pela condição da função degrau, obtemos

Ψ
(3)
B,j,σ =

2k2
F q

v2
F

∫
dΩ cos θ

∫ x±o

0

x2dx

(αx2 + ∆2
q − V 2)

√
αx2 + ∆2

q

. (D.55)

Fazendo a mundança de variável x = ∆q√
α

tan γ ⇒ ∆q√
α

sec2 γ, obtemos que

Ψ
(3)
B,j,σ =

2∆qk
2
F q

α
√

αv2
F

∫
dΩ cos θ

∫ γ1

γ0

tan2 γ sec γdγ

∆2
q sec2 γ − V 2

(D.56)
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e fazendo mais uma mudança de variável y = sec γ ⇒ dy = sec γ tan γdγ. Assim

Ψ
(3)
B,j,σ =

2∆qk
2
F q

α
√

αv2
F

∫
dΩ cos θ

∫ y1

y0

dy
√

y2 − 1

∆2
qy

2 − V 2

︸ ︷︷ ︸
=Γ(y1)−Γ(y0)

(D.57)

onde y0 = 1 e y1 = sec
[
arctan

(
xo
√

α
∆q

)]
sendo

y1 =





y+
1 = y1(x

+
o ), j = 1

y−1 = y1(x
−
o ), j = 2

que independem de σ. De forma que ao substituirmos a equação (D.57) na (D.46), temos

∆
(3)
B = C(Ψ

(3)
B,j −Ψ

(3)
B,j) = 0.

Isto implica no resultado final

∆(3) = ∆
(3)
A + ∆

(3)
B = 0 (D.58)
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